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أ لتر شج 


الحمد لله وحده والصلاة والسلام عل تنا يد . وبعد» فیحتاج استکال نواة 
أولية لکتبة علمية عربية إلى جهود صا مضي زان آن پسود د بين العلميين العرب 
شعور عمیق بالسؤولية وبالتقصیر غل حد سواء . فالزمن یمضی بسرعة ومکتبات 
العلوم في اللغات الحيّة تزخر كل يوم بزخم من الحديد» أما نحن الاختصاصيين العرب 
فنتوزع بين اتكالي أناخ في بقيعة الاستسلام واليأس لا يرى لنا مستقبلا إلا من خلال 
الإنجليزية أو الفرنسية . وبين متحمس لرفد اللسان العربي لغة الكتاب النس بكل 
ما يستطيع من حقائق العلوم المعاصرةء وداع إلى شد ال همم وتضافر الجهود» وبين لا 

وكجزء من اهتهام واسع بتحقيق ذلك الم الكبير» حلم إرساء القواعد 
الأساسية لکتبة علمية عربية» وحرص شدید عق الساهمة التواضعة فى الجيوة البذولة 
على الستوی العربي للخروج بالطالب العربي من داثرة الحرمان والبؤس التي يعيشها وهو 
يبحث ‏ دون جدوى ‏ عن كتاب بلغته الأم یشفی غليله إلى التزود بالعلم ويخفف من 
وطاة العرکة القاسية ا شيا ل الوت فقد ترجنا هذا الکتاب. الس 
«الدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات» إلى العربية . وکان اختیارنا للموضوع 
بسبب حيويته وآمیته المالغة, لیس لطلبة الر پاضیات قحسب!) بل لطلاب علوم 
أخرى مثل الا حصاء والفيزياء والهندسة والتربية والاقتصاد وغيرها . وکان میارب 
هذا الکتاب سس من عميزه بالجمع بان النظرية والتطبيق: وعرصه اتید والموفق 


ا 


8 مقدمة الترجمین 


للموضوع . حيث يتوخى البساطة والوضوح دون أن يغفل الدقة الرياضية ويتجنب 
التجريد الفرط لنظرية الفضاءات الخطية مكتفيًا منها بها تمس إليه الحاجة في سياق 
تقديم الوضوع . وهو يغطي أساسيات نظرية الصفوفات والمحدّدات ما يحتاجه على 
وجه الخصوص. طلاب من خارج اختصاص الرياضيات . ويضُلّح كتابًا جامعيًا 
لقررين من مستوى السنة الأخيرة من الدراسة الحامعية أو السنة الأولى من الدراسات 
العليا . وإذا كنا قد وفقنا إلى تقديم شىء مفيد للقاريء العربي فإننا نسأل الله العلی 
القدیر آن یتقبله منا عملا اا فهو من وراء القصد وهو امحادی إلى سواء السبيل . 
مرحمان 


میج 
۳ 


من العروف جيدًا لأي مهتم بموضوع الصفوفات الوجة العارمة من الاهتمام 
بدراسة هذا الوضوع في العقدین الاضیین.*» ولقد وجد أن معرفة الخواص 
الأساسية للمصفوفات مفيدة للغاية » لیس للمختصین فى الریاضیات فحسب. ولکن 
أيضا لطلبة الفیزیاء والكيمياء والاحصاء والاقتصاد وعلم النفس والتربية. وفي 
احقيقة. فاق عدد آولئك الطلبة من تخصصات آخری عدد الریاضیین في کثر من 
مقررات الصفوفات . ولسوء الحظ. فان معظم الکتب الدراسية التوافرة كانت بلغة 
أجنبية أو مالت إلى التجرید الفرط . وهي. في الحقيقة. على درجة من التجرید. يجد 
معها حتی التخصص في الریاضیات صعوبة في قراءة مستوعبة . 

وغاية المؤلف هو تطویر معالحة نظرية تحتوی فى کتاب دراسی واحد الحقائق 
الاساسية في نظرية الصفوفات مصحوبة بالبراهین الاکثر بساطة والتوضیحات الاکثر 
رشاقة ويسرًا التى یمکن للمژلف العثور علیها. 

وفيم|ا يتعلق بنص ال حقائق. لا يدعي المؤلف أي جديد. أما فيا يتعلق بترتيب 
الوضوعات أو براهين النظریات فمن الحتمل أن شيعًا جديدا قل يتوافر. 

والکتاب معَد لطلاب الستة الأخبرة من الدراسة الجامعية أو السنة الأول من 
الدراسات العلیا. وإذا كان الطالب قد درس مقررا في نظرية العادلات فالحال على ما 
يرام . وعلى الوجه الاخرء قد یکون مقرر في نظرية الصفوفات قي بالنسبة لطالب في 
نظرية العادلات. أو نی امندسة التحليلية الجسمة. أو فى افندسة التحليلية 
الاسقاطية . 





(#) تعود کتابه هزه المقدمة ال عام ۸م . 


6 مقدمة المؤلف 


وقد اختيرت التمارين ودققت بعناية فائقة» ولبعضها مضمون غير بادٍ على 
السطح . وعلى سبيل الثال. فالتمرين ۲ على الصفحة ١١‏ هو ببساطة تمرين في ضرب 
الصفوفات. ولكن الصفوفات الأربع تشكل زمرة بالنسبة لطالب درس مقررًا في الزمر. 
أما لطالب اهندسة فكل من المصفوفات الثلاث ۰۸ 8 . © هی مصفوفة هومولوجيا 
توافقية تحمل عناصرها الثابتة علاقة جد خاصة بالعناصر الثابتة فى المصفوفتين 
الأخحريتين . 

ومن الخيرة الفعلية في قاعة التدریس يجد الولف أن هناك مادة كافية لفصلین 
دراسيين . ولأولئك الذين لا يستطيعون. لسبب: أو لآخرء. أخذ المقررين كليهاء 
يوصى با يلي : الفصول الأول إلى الحادي عش بالاضافة إلى الفقرات ١٠ء‏ 7ه. 
۳ ۰ ١5ء‏ بها في ذلك نظرية کایل - هامیلتون . 

ویرغب المؤلف الاعتراف بانه مدین لبوشر (800561) » وویدربرن )Wedder-‏ 
burn)‏ « وماکدق سد » الدین استاي تکر ارا بأعمالهم » ویستحق الشکر 
ایشا تلمیده تانق وزميله الا السيد تشارلس وورد بارنس (Charles Ward‏ 
Barnes)‏ » الذي قدم مساعدة لا تقثر في تحضر المخطوطة للطباعة . 
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الحتو بات 
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الفصل الثامن : آنواع خاصة من المصفوفات 
۰- الصفوفات التناظرة مائلة التناظر واطرميشية .............. ۱۰۷ 
۱- الصفوفات التعامدة والواحدية و یت ۱5 
١۴ے‏ اا التعامد لصفوفة منناظرة حقيقية إلى شکل قطری مج نت ۷ ۷ 
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۷- الصيغ ثنائيّة الخطية "بوبح ی 
الفصل العاشر: الصيغ التربيعية 
a‏ الصيغ التربيعية بصورة عامة و ی ی ای EF‏ 
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۱ ۴ ا 
انجتو یات 


۰ - طريقة لا جرانج (Lagrange)‏ له لتحویل « صبفغه تر بيعية 
عبارة تحوى حدودا مربعة فقط E E ea Sekt i SA EE OE‏ خر 
٤١‏ - تحليل الصيغة التربيعية إلى عوامل 


. SS 2 BSB تا‎ ۱ FFE KEG BE BH GE ص‎ Fg EFE bG E dh bb O1 8 E 48 


الفصل الحادى عشر: الصيغ التربيعية الحقيقية 


؟؟ ‏ مقدلمه | موی مهو زا[ 000019010001001 | |[ EE‏ ی تس و 
۳ - فانون اسان ا شیر الذاتي 8 ` ی سین 
6 - مدید الدلیل یه وم مهو و ی مه وج جر 
۵ - توقیم صيغة تربيعية EEE OE‏ انعد و رت پم موی امد ی 
17 - الصيغ الحددة وغیر المحدّدة و اللي وس ی 
عارین و و وه سوه ی EE‏ و ی ی REE EEE‏ ی 

۷ - صيغ نظامية yy‏ ۱9۳ 
۸ - طریقه کرونکر (6۳0060667) فی الاختزال و مت نی 
TT‏ ی و ات ار رم وا ی ی 2 

- تطبیق في مسائل النهایات العظمی والصغری EE‏ و یج 
و REE ES‏ ری وهی و ی یر Ka‏ و و 5171171111 

۰ - المیز لعادلة جمرية E E‏ وحن تیم معد مود ی ا 


الفصل الثاني عشر : مصفوفات لامبدا (1,۸۸8۸) 


- کشرات حدود معاملاتها مصفوفات 
5 - العملیات النسبية في حالة مصفوفات  -‏ 
۳ - التحویلات الابتدائية لمصفوفة ‏ 2 
6 - الصيعءة الناظمية لسمیث )٩۹۳:0۴(‏ 
٥‏ - العوامل اللامتغرة لمصفوفة ‏ ۸ 
ا القواسم الا بتدائیه لمصفوفة ‏ ۸ 
5 میز سيجر (۹۵8۲6) 
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8 ۲ 8 ل 5 ل 1 0 0 0 ۳ 3 0 3 2 3 - 8 a‏ . 5 03 - 2 8 ۳ 


۳ 0 7 ۰ 5 ۳ 5 ۰ ۰ ۰ ۳ 3 32 3 2 8 0 ۳ 1 03 mmm اه‎ mE mE mE mm ستل سا ال‎ 


المحتويات 
صفحه 
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٩‏ - شر وط أن تکون مصفوفتان متشامتین اا 
مارین ال 1 O E‏ 1[ ار 
الفصل الرابع عشر : الذالة المميزة الختزلة لصفوفة 
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ا نظرية كيل _ هامیلتو ن O 000 (Cayley - Hamilton)‏ 
د الدالة الم المختزلة ود سین o‏ : 
۳ - نظ یات تتعلق بالدالة المیزة المختزلة " 5 دعو م حون دپ ۱۶ ۴۳۱۲ 
4 - الصفوفتان A8‏ و I E BA‏ ا 001 ان 
لسأووة سس سس سم موه موه و و ی را ای E‏ 
لفصل الخامس عشر: الصیغ القانونبة لصفوفة 
هإكى ای نت و ووم و و وه EEE‏ رع و ذه بنج مه بر ۲۳۱۵ 
5 لصيغ القانونية لصفوفة تحت تحويلات الشاب TT‏ مسج و ۴۰۲۲ 
¥ صيغة جوردان (10۳020) القانونية لصفوفة لاطا یو ین تارج ۳ ۱ ۲ 
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۱- الصفوفات الذورية ال رت 
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۳ - مقدمهة ونه جد يمه زک عاق EEE E‏ و ده TET‏ 


۷ مصفوقة بقاسم ابتدائي واحد ی و ی و و و يي TT‏ 


المحتو بات 


۵- کثبرات اذوه السلمية فى مصفوفة عامة ۸ ا 


۷۹ انرون سا لكر ی ومعدومة القوی الرئیستان 


a من‎ RS خر و تعرف ال فوفات الرئيسة متساهو ره لتوی‎ YY 


۸ التعبير عن كثيرة حدود ا (۸) م بدلالة الصفوفات ۳ 


4ح حل معادلات جبرية في المصفوفات لح د ی جوم 


۰ - معادلة المصفوفات A‏ ع x"‏ 


LE REDE ES GSE a EES EE .. أ محصلة كثيرق حدود‎ 
a رم‎ 28113 RA AR A )۱۷۷۰۷۲( مميز وير‎ - AY 
ی‎ EER ج225‎ E UE موا محم‎ (Weyr) تطبیقات میز وير‎ AY 
dE BELE OS PEASE SEDE ERY ارين وی مد‎ 


مه اهدي ي “ت 


4- نص لاله ؛ ۳ م CBI‏ ری ی E EA‏ 
٥‏ - سلسلة من التجهات ni GA RTE e‏ و مد 
- الاختزال إل الصيغة القائونية القياسية بب r‏ 
۷ - صيغة جوردان (10:0380) القانونية a‏ 

رت اد رم و تور ESE‏ وی ی و 


الفصل الثامن عشر : تکافو آزواج الصیغ 


۸ - أزواجح الصيغ ثنائية | 


اد گنل میت مسد سه سه ی موی 


E‏ ات او من لزع من الصيغ ان ۷ يه اة 


في الحالة غير الشاذة SS E NE ES‏ اي رس ار 


41 او متناظرة سس مائله ار E‏ و 
۳ - تکافو آزواج الصیغ التربيعية تج REESE‏ ماو جح SEY‏ 


= ۳1 5 8 0 2 0 ۳ ل‎ i 8 8 ل‎ f 8 3 0 3 3 0 ۳ 0 Hf RE لل .تا‎ 


ل 1 r‏ ۳ ل ل ل 0 ل م ل 0 0 ۳ . ۳1 0 u‏ 0 5 1 0 5 3 ‌ - 


المحتويات 


£ ۹ - عبارة قانونية لزوج من الصيغ التربيعية في الحالة غير الشاذة 
٥‏ - تمسير هندسی 
١‏ - تصنيف أزواج الصيغ التزبيعيّة في ثلاثة متفرات 


الفصل التاسع عشر : المصفوفات التبادلية 
۷ - صياغة المسألة 

۸- استخدام صيغة جوردان القانونية 

48 الصفوفات الحزئية متساوية القوی ومعدومه القوی 
الموافقة لمصفوفة ۸ 

٠‏ البرهان على عدم صحة حدس 

۱ - مجموعات المصفوفات المثلثة 

۲ - الصفوفات شبه التبادلية 
مارین 

الفصل العشر ون : أنظمة من العادلات التفاضلة 
۳ - تفاضل وتکامل مصفوفة 

٠١4‏ - مجموعات العادلات التفاضلية الخطية بمعاملات ثابتة 

۵ - سلاسل القوی الصفوفاتية 
“0 حل مجموعة معينة من العادلاات 


ثانيا: إنجليزي ‏ عربي 


HR i ê ل ۰ ف‎ ۲» 8 8 0 9 # 8 a ا‎ u ۰ ISM HR ع. © جا‎ 5 ۲ E HH ال اد‎ 


E MEM mH mM ES im‏ هه 84840 8 - 1 1 i ۳۱ ۳1 ۳1 5 wm 5 31 1 0 ۳ ۳ 1 ۳ u‏ ۰ ۳1 3 3 0 1 ل 7 19 ۲ ل ل 2 3 a‏ 0 ل ل . و 


8 2 = كت = 00 0 mm‏ 0 1 ل 00 م 8 8 ۲ ل 1 ب 5 - لج = ت = 00 ك 0 1 0 "۳ 


E am. mm قا‎ FP HE Ff و‎ E Mma E a Hm dG E E E FRR ل‎ BH GE و‎ 


3 8 0 0 ل ك0 8 0 م 8 1 ۲ "۳ ل ل "۳ 0 0 ۳ ۳1 8 00 ۲ 0 0 ل . 8 8 00 3 0 f 1 7 ۳" a 0 u‏ 


E FHF 5 # 8 


Em HH O E EEE Bw mM SS mam wm Gm REI هه ات‎ EES اسهد‎ KE TFT ER a & a 


۳ ۳1 = 00 0 ۲ ۳1 0 1 ۳ 5 2 1 چ ۳1 ۳1 ۳ 3 00 3 0 00 a 1 8 8 8 8" i‏ 9 ل ا ۳ ل 1 = 2 2 0 0 0 "۳ 


جع E HH‏ تا لا 8 


9 ۲ E 8 5 8 " لش 5 ۰8 #0 هع‎ mm الها الصا الس‎ EH MH NE E  # 


ك سه # mM a EME FG 5 E FF i‏ ا ال a 8 ER‏ 0 0 0 0 3 1 1 " . 9 " ل يا ل r‏ . لا 


EE‏ 5 1 هّن EP‏ هضع الس تلا ۳ ل u‏ 0 1 [ 9 3 " 1 با لا 


"۳ ل تا انا يا‎ . 1 8 8 E 1 0 0 0 0 0 a دس‎ mM EBE HDB FEF EHED 5S ED hh ¢ 


8 يت BSE HE‏ يه 85 E Ed BEB‏ ا تا EE‏ ۱ لا . 9-09 ب - " ل "۳ ل .1 . 8 


8 5 ۳ ۳ 5 5 3 2 5 3 03 3 5 ۰ 5 ۳ 5 5 5 ۳ ۳ 5 5 ۳ ۳ ۳ ۳ ۰ ۳1 ۳ 0 ۳1 8 0 0 ل ل ك r‏ ۳1 0 لل 


فان i‏ عات FT peed HRN‏ م سن BEE BE. RBS EES mM‏ اك ل كل 


دا عن لل ا د Mi‏ ۳ 8 2 ۳ 0 لل ل 00 . 8 + ل 9 ۴ 7 # ۴ 


هذ شا 2 ê ۰ ۳ 1 1 0 ۰ 0 8 1 2 N FF‏ ل ل 8 8 3 


@ ا i a da FOE‏ جم Ba‏ ا ار EME MEE EE‏ 0 0 3 ل 0 + لج ل 1 ل "۳ ل ل 7 - - 0 8 1 5 4 ی . ۳ لل 


8 ۰ و fF‏ هم 5 


bb mm MH E‏ اليا 


80 YB dH hd f جع‎ 





a 








أساسسة 
١‏ الحلقات والحقول 


لنعتبر مجموعة #⁄ من العناصر ... ,© ,۵ ,© وقاعدتي تركيب سندعوهما «الجمع) 
وتک 6 ی ورالضرت) (وتکتب 8 × ۵ 5.» » 5ه) بحيث إنه ادا کان »و م 
أى عنصرین من ۰۶ . فعندئذ یکون 9 + ۾ و 45 عنصرين من #. معرفين بصورة 
وحيدة . لنفرض. بالاضافة إلى ذلك أن عملیتی الجمع والضرب تخضعان للقوانین 
الخمسة التالية : 

b + a, )1.1( 


و + » (قانون الا بدال في اخمع) 
)1.2( © + (6 + ) = هه + ) + (قانون اليج ي اجس 


)1.3( للمعادلة ۸  -‏ + » حل دائم في #⁄. 
(1.4) 6(طه) = (ع566)ه (فانون الدمج 8 الضرب) 


ba + a )1.5(‏ = هه + ) زمه + ab‏ = 0 + ۰0 (قانون التوزیع) 
فمجموعة العناصر التى تحقق الشروط الذكورة اعلاه تسمّى حلقة . 

وکل ما یعرضه الشرط (1.3) هو أن الطرح مکن دومًا في حلقة . ولم نتخذ وحدانية 
الطرح کفرضية. لانه يمكن البرهان عليها باستخدام الشروط (1.1) . .۰۰.۰ (1.5). 


١ 


مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


ونکتب. عندئذ» ال الوحید للمعادلة (1.3) على الشکل 4 - (  <‏ . 

بالاضافة إلى الشروط الخمسة الذکورة آعلاه, إذا تحققت العلاقة : 
ab = ba )1.6(‏ 
من أجل أي عنصرین اختیاریین ۾ » من الجموعة. فتقول عندئذ : إن 2#. هی حلقة 
إبدالية (تبديلية) . 

ويمكن البرهان على أن كل حلقة 2#. تحوى عنصرًا وحيدًا 0 » يدعى «العنصر 
الصفري» هذه احلقة. الذي يتصف بالخاصتين التاليتين من أجل أي عنصر ۾ من 


: 8 
6 + | << 0 ب = 6 ل‎ )1.7( 
a 2 0 < 0 X a = 0. )1.8( 


وإذا احتوت الحلقة 27. عنصرا » بحيث إن ۰ = 6ه من أجل أي عنصر من 38 ؛ 
فعنلثئل تقول : إن » هو العنصر «محايد أيمن» . في هذه الحلقة وبصورة مشاه یسمی 
العنصر f‏ . الذي يحقق العلاقة ۾ = ۾ من أجل أي 4 من 7⁄. العنصر «محايد أيسر)». 
وقد لا حوي الحلقة أي عنصر محايد على الاطلاق. وعلى الوجه الآخر. قد تحوي 
عناصر محايدة E»‏ ولا نحوى عناصر محايدة یسر ی ۰ والعكس بالعكس . (انظر 
التمرین ۱۰ فقرة ©). وعلى أي حال » إدا كان للحلقة 22. عنصر محايد أيمن © 
وعنصم غابد آیسر / + فیجب أن یتساوی العنصران . ذلك لأآن م دورمن الشرط 
الأول بینا © = e‏ بالا ستناد إلى الشرط الثاني , وبالتای =f‏ ع. 
أمثلة على حلقات 

مجموعة جميع الأعداد الصحيحة ؛ الموجبة, السالبة والصفر؛ 

مجموعة جميع الأعداد الصحيحة الزوجية ؛ 

مجموعة جميع الأعداد ۱/2 + ۾ حیث و 5 عددان صحيحان ؛ 

مجموعة میم الأعداد النسبية (القیاسیة) . 


مجموعة جميع کثیرات الحدود بمتغير واحد ومعاملات حقيقية ؛ 

مجموعة جميع الدوال المستمرة في متغير حقيقي + على الفترة 1 > ۶ > 0 . 

مجموعة جميع «الرباعیات» 4۷ +[» + 1ط + » حیث 4 . ط » ۰6 4 أعداد صحيحة 
ووحدات «الرباعية» + رز ,: حقق العلاقات 1 - = ۶ <  <*‏ , » 2 نز - د رز ۽ 
¡ = زا - = )زو ز = ۱ - = ki‏ , 

وهذا المثال الأخير هو مثال على حلقة غير تبديلية . 

ومفهوم ال حلقة مفهوم مهم جدًا في ابر الحديث الجرد. وقد ظهر حدیثا عدد 
كبير من الكتب في هذا الموضوع . وعلى أي حال» ولأننا لا بدف. في هذا الكتاب. 
إلى القيام بدراسة خاصة للحلقات فإننا سوف لا نتابع المناقشة. عند هذه النقطة. 


لنعتير الآن حلقة 2#. تحقق . بالاضافة إلى الشروط (1.1) . . . » (1.6) » ما يلي : 
(1.9) للمعادلة م = جه حل فى 2#. إذا كان 0 4 . 


فیقال عندئذ إن الحلقة 4. هي حقل7. . 


أمثلة على حقول 
مجموعة كل الأعداد النسبية » (حقل الأعداد النسبية) ؛ 
مجموعة كل الأعداد الحقيقية » (الحقل الحقيقى ) ؛ 
مجموعة كل الأعداد الرکبة» (الحقل المركب) ؛ 
مجموعة كل الأعداد من الشكل 2 ۵۷ + ۾ حيث »و ط عددان نسبيان . 
مجموعة كل الدوال النسبية («) 8 / (*)/ بمتغير واحد ومعاملات حقيقية ؛ 
مجموعة كل الصفوفات 2 × 2 من الشکل 9 "| حيث » وم عددان صحيحان. 
وکل ما یعرضه الشرط (1.9) هو أن عملية القسمة نمكنة دوما نی حقل 7. باستثناء 
القسمة على الصفر. ونرمر خارج القسمة. الذي یمکن اليرهان على أنه وحید. بالرمز 
.b/a‏ 





۰ ویوجد دائ) عنصر محاید وحيد فى حقل ۰7 » ونرمز له عادة ب 1 » بحيث نکتب 


من أجل آي عنصر ۾ من الحقل : 
aû * 1 =a )1.10(‏ 


مدخل إلى نظرية المحددات وامصفوفات 


وبالاضافة إلى ذلك. إذا كان 0 = مه ني حقل» و0 ه . فعندئذ 0= ثم ؛ أى 
آنه یمکننا دان القسمه على عنصر يختلف عن الصفر. 
۲ - المصفوفة 





تعر يف 
ادا كانت ر ٠٠٠‏ رور4 ,4 عناصر من حلقه 5# » فان العناصر ال iri‏ 
Mı 2‏ 
O )2.1(‏ عض 9 0 
5 ونا 1ص لا 
مرتبة في جدول مستطيل يحوي ۳ صفا و ۸ عمودا تدعى مصفوفة (۸ × 7) فوق 


وبصورة عامة نرمز للمصفوفة (2.1) بالحرف الكبير 4 بمفرده. وکثرا ما يكون 
من المريح أن نرمز للمصفوفة 4 بالرمز المختصر (ه) أو اار| » حيث يرمز ره 
إلى العنصر الواقع في الصف : والعمود ز من 4. ويجب ملاحظة أن المصفوفة ليست 
أبذًا كمية بمفردها. ولكنها حموعة کمیات أو عناصر ؛ وإذا تغير عنصر واحد فان 
الصفوفة تتخر. 

واحد آبسط الأمثلة عن مصفوفة هی الصفوفة (5 - ,2) ذات الصف 
الواحد والعمودين › وهی تمثل الا حدائیات الدیکارتة (الكارتيزية) لنقطه م في مستو؛ 
والمتجة ذو ال يعدا 2 ,..0,۰) هو مصفوفة بصف واحد أو عمود واحد. 

نی العددان 7 و ۸ بعدی المصفوفة. ونشير إلى ۸ على آنها في # أو 
× « مصفوفة (ونرمز لها أحيانا بالشکل ۸ ). وذا كان ۸ = 7 فالصفوفة 
مربعة. وعلى أى حال تدعی العناصر ...۰ ره » , العناصر القطرية أو 
اص اق الراكس . وق إل مالقا افنها سكاو تسیا عل آنا ساقي 
مربعة ” × ۸ » أو مصفوفة مربعة من الرتبة 0. 


مفاهيم اساسة ê‏ 


مصطلح «الحلقة الإبدالية) فسيجد الطالب أنه من المفيد أن يتصور حلقة الأعداد 
الصحيحة كمثال. وربا يكون من الأفضل أن يتصور مجموعة كل كثيرات الحدود 


۳- بعض العمليات مطبّقة على المصفوفات 
تعریف 
نقول إن الصفوفتین ( ر6) = 4 و ( رة) < » اللتين تنتمي عناصرهما إلى حلقة 
چ » متساویتان إذاء وفقط إذاء كان ه] الابعاد نفسها (7 صفا و « عمودا) ‏ وكان كل 


عنصم من 4 مساويا للعنصر الوافق من ۶ ( 6 - ,4 ؛ ۶ ...و1 < / ۶ 9 ,... ,1 ). 





وبصورة خاصة. نقول إن 4 هی الصفر إذاء وفقط إذا» كان كل عنصر من ۸ 
مساویا للصفر. ونکتب في هذه الحالة 0 = 4. 
تعر يف 

نعني بمجموع (آو فرق بين) الصفوفتين 4 و 8 » المصفوفة 
۳ + 4 = © | التي يساوي كل من عناصرها ‏ جموع (أو فرق) العنصرين التوافقین 
من 4 و ۶ . 


لاحظ أن الجموع والفرق غير معرفین ما لم يكن ل 4 و 8 الابعاد نفسها. 
ولاحظ آیضا أنه اذا كان 8 = 4 فان 0 = 8 - 4 . حیث يرمز 0 لصفوفة الصفر. 

ولتمييزها عن المصفوفات» نشير غالبا إلى عناصر حلقة # ؛ أو كثيرات حدود 
في متخير واحد أو أكثر» وبمعاملات في 3 ؛ على أنها أعداد سَلمي ونرمز للأعداد 
السلمية بأحرف لاتيئية صغيرة © » 8 ۰ © » #ء ۰۱ ...۰ إلخ» أو بأحرف يونانية 
صغيرة ۾ » 8 » ۰7 ...۰ إلخ. وسنستخدم الأحرف اللاتينية الكبيرة كرموز 
للمصفوفات والمتجهات . 


3 مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


تسد 


وی بوي سسب 


ادا كانت ۲ © ,۶ ,۸ عبارة عن مصفوفات (7 × 7) فوق 27 وکان ۸ و /عددین 


سلمیین, > فمن السهل اثبات ا خواص التالية : 


۸ قي ع< بر ب‎ + ۸4۸ ۸ + )8 + 0( = (A +B) + 0 (#1 
۸ + ۲ فابله للحل دائً) 28 ح‎ )3.2( 
k(A + B) = (A + B)k = kA + kB = Ak + Bk; )3.3( 
(kK + DA = kA + 14 = Ak + Al = ۸4) + D; )3.4( 
(kDA = k(A) = (لل):‎ = ۸)( = ) 47 )3.5( 


6 - ضرب الصفوفات 

تعریف 

لتكن الصفوفة فة (ره) = 4 والصفوفة (رط) = ۶ معرفتین فوق حلقة . فعندئد 
نعني باخداء ۸4 » مکتویا ع اتیب التق م - بحیث ان : 
aba; = Sain (4.1)‏ + ۰۰۰ عل F acaba,‏ ررطرية = ريع 

en‏ رون دق 

وما مہمنا عادة هو الحلقات الإبدالية الى يمكننا فيها تغيير ترتيب المقادير ۾ ,6 في 
(4.1). وعلى أي حال. ففى حالة کون الحلقة 28 غير إبدالية: يجب كتابة المقادير ۾ عن 
يسار المقادير # فى الجداء ۸8. 

وهذا يعني أنه إذا كانت و 01 وآ مصقوفة ‏ × ۸ > فلكي يوجل 
الجداء 48 يجب أ ڪا دي تسر عر ذلك ق انه جب أن یتساوی البعدان 
المتجاوران ل بوه موسر الکتاب الإنجليز عن ذلك بقوضم : إن 4 و 8 يمتثلان 
لعملية الضرب . وإذا تحقق هذا الشرط. فعندئذ تكون ۸8 مصفوفة أبعادها (ي × :,) 
والعنصر منها الواقع في الصف : والعمود د زهو مجموع جداءات عناصر الصف امن ۸ 
بالعناصر الموافقة في العمود زمن 8. وإذا كانت أبعاد 4 هی 7 × 77 وأبعاد 8 هی 
«kX dq‏ > فلا یکون الجداء 84 معرفا ما لم يكن :, مت وا ۱ 





مشال 
1 ۴ 3 2 = 4 
: )( 0 4 4 

0 2 _ |200۱ + (1-)1 200 + ۳ ول 

[زو- 6( )40 + (1-)3 )4(0 + )3(2 

© وبا 
AB. » ۰ ۰ ۹ ۱‏ چ = BA‏ 

بقل الوجه الاخر نجد آن : ۰ ۱ 


ویمکننا مباشرة برهان النظریه التالية : 


نظرية (4 - ۱) 
إذا كانت 4 مصف‌وفه ۸ × 7# » 2 و © مصفوفتين ي × ١‏ » فعندئد 
AB + AC‏ - 0 + 68 ۸ ؛ أي أن جداء المصفوفات توزيعي بالنسبة للجمع . 


قبل كل شىء نلاحظ أن المصفوفة © + 8 هی مصفوفة ۾ × 7 بحيث إن أبعاد 
لعضو الایسر من الجداء هي 4 × :: . وبالاضافة إلى ذلك فان كل حدٌّ من الطرف 
الأيمن هو مصفوفة و <« > اي آن للظرفين الأبعاد نفسيها . ویبقی علینا فقط آن نين 
أن العنصر في الوضم (ز ,:) هو نفسه في الطرفین ؛ والعنصران في الطرفين اللذین یمثلان 
الوقم (ز ,:) كما عل الترتیب . ۱ ۱ 
di; )4.2(‏ ۳ نك بر ويه م2 و +e)‏ تایه م۵ 

وبها أن عناصر الصفوفات الثلاث تنتمي إلى حلقة, فإنها تحقق الشرط (1.5) 
وبالتالي فان العبارتین في (4.2) متساویتان . 


نظرية (؛ -۲) 
إذا كانت 4 » 8 » و© ثلاث مصفوفات آبعادها على الترتيب ۸ × :م » جر × , 
وبي« ترء فعندئذ © (18) = (80) ۸ ؛ أي أن جداء الصفوفات دامج . 


۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


نلاحظ آولاً أن كلا من احداءات فى النظرية هو مصفوفة 4 × 7# . وعناصر 
الصف : من 4 هي 
ول و ۰۰۰ ,1 < GO‏ »6 و ٠٠٠‏ رون ais‏ 
في حين أن عناصر العمود زمن 80 هي : 
ونين ,2 دع وی ,2 وزرا رم 
حيث ينتشر دلیل الجمع ۲ في جميع الحالات من 1 إلى م . وبا أن عنصر الوضم (ز,:) 
من الجداء (©8) ۸ هو م 
كين 2 2 2 
وبها آننا نتعامل هنا مع مجاميع منتهية» فيمكن تغيير ترتيب المجاميع لنجد : 
ولكن هذا هو بدقة العنصر من المصفوفة © (48) الذي يحتل الموقع (ز :). وهذا 
يرهن النظرية. وبالاضافة إلى ذلك يمكن البرهان بعملية استقراء بسيطة على أن 
النظرية صحيحة من أجل جداء أي عدد من المصفوفات . 
وبا أن فرق وجداء مصفوفات مربعة ۸ × 7 هو مصفوفات مربعة ۸ × #« » 
فلدینا بالنظر إلى (3.1) ۰ (3.2) والنظريتين (4 - )١‏ و(5 -۲) النظرية التالية : 


نظرية (4 - ۳) 

جموعة كل ال :. فات ال مربعة « × 7 بعناصر من حلقة إبدالية 27 » تشكل 
حلقه (غير إبدالية) . 

لنرمز ب ,1 للمصفوفة المربعة « × » التي تحوي 1 في القطر الرئیسی وأصفازا فيا 


عدا ذلك ؛ مثلا : ۱ 0 ۱ 
۰ 1 10 ع ول 
1 0 0 
عندئذ إذا كانت 4 أي مصفوفة « × :7 . فمن السهل أن نتحقق من أن : 
(4.3) ۸ = ,آم - 4م 1 


ونضلا عن ذلك فان ,1و ,7 هما لصف وفت‌ان السوحیدتان اللتان تتحقق (4.3) 
معها)| من أجل کل 4 . ذلك لانه ادا كانت ۸ مصفوفة آبعادها 7 × ۶7 وفرضنا 


مشاهیم اشا ۹ 


أن ۸ = 4× من أجل کل مصفوفة 4 . ملاظ ولا أن رچ آن 
تكون مصفوفة مربعة ۲ × ١‏ ) ذلك لأنه فيا عدا ذلك لا یکون ل 4 آبعاد 
4 نفسها. لناخ1 بعد ذلك , د ۰4 فعندئ1 وباعتبار أن اك 101 وان 
,1 = 1× بالفرض ‏ نستنتج أن ,1 = . 


لاحظ أنه إذا كان إ1 1 1 3 22 
با 1 1 |=4 ,6 5 2 X=‏ 
1- 1ب 1~ 10 6 3 
فعندئذ نجد من أجل هذه الصفوفة 4 بصورة خاصة أن ۸ = 4× » ولکن العلاقة لا 
تصح لكل 4 . 
إذا كانت ۸ مصفوفة مربعت فمن أجل الحداء ۸۸ نكتب 42 . ومن أجل 
(۸۸) ۸ = ۸ (44) ۰ نكتب 4 . وإذا كان ”أي عدد صحيح موجب. فمن السهل 
الرهان بالاستناد إلى النظرية  5(‏ ؟) أن الجداء 4 ... 4 ۸ الذي يحوي 7 
من العوامل معرّف تماما. وسنکتب هذا الجداء على الشكل ”4 . 


هت الجداءات مع التجزئة 
لتک 24 مصفوفة ۸ × , و8 مصفوفة 4 × ۸ » بعناصر من حلقة إبدالية 28. . 


5 : ۶ 5 ت 
ری 9 و71 ؟ ۰۲ و1 ؟ قر » ره أعدادا صح حه موجه تخت إن : 


tng =n om, tm, = ۷‏ ۷ +711 » 4 < 9 47 ۰ ولنجزیء 4 و ۶ ک هو مبن 


۱ ۱ : أدناه‎ 
mM IM | ۵ ۱ ۱ د‎ 
و‎ ۱ ۱ bı ۱ bal يد‎ 


لاحظ أن صفوف 8 مجزأة تماما بالطريقة نفسها التى نجزيء فيها أعمدة ۸ . ويمكن 
عندئذ النظر إلى كل من المصفوفتين ۸ و 8 وكأنها مصفوفة عناصرها هي بدورها 
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۳ Bı Bıa 
۴ ول درا‎ ۱ 
4 > ۴ ۱ , 5 5 5 B = Ea Ess )5.1( 
۱ a ۱ ۱ 
21 23 23 Bı Ba 


حيث آبعاد ,4 » و و إلخ . هی 7 × ۲ ۷ mM,‏ الخ . ونبين الان أنه 

یمکن الحصول على الحداء 48 = ٤‏ . ولذلك نکتب : 

(5.2) ا + AB + AuBn AuBıs + AuBaa‏ + كر قافن بت نت 
AB»‏ عت و لور 4 1 و رو ۸4 دوو ۸4 E‏ 8ود ۸4 2 A,B‏ 


ا 


حيث زا هي المصفوفة mM, XxX q,‏ 
AaB; E A Ba; + A Ba )5.3(‏ رت Cy‏ 
لاحظ أنه في العبارة الواقعة في الطرف الأيمن من (5.3) . لا تكون المصفوفات ,۸ 
بصوره عامه ‏ قابلة للمبادلة Bı‏ 35 بت يجب كتابة ال ۸ على السار عدل تشكيل 
الحداء ۸ 

والان نجد في (5.3) أن آبعاد الصفوفة ,4 هي ,۰ × ,20 بینما أبعاد المصفوفة 8 
شي xq,‏ 1 ومنه نجد أن ن أبعاد 4,8 هی 9 2 mM‏ . وبصورة مشابمبهة أن ل كل 
ول سن الطرف الأيمن من (3 5) أبعاده 4 2 ,۸ وبالتالي فان مجموعها معرف وأْبعاده هي 
الها mM; Xx qd;‏ 

لنشكل بعد ذلك العنصر الواقع في الصف ‏ والعمود امن ©. 


Ûy = 2 ورين‎ = E ,ابیه‎ F 2 عل راب6‎ 2 Qu Dui. 
۱ ۰ 1 ۱1 ووم عه‎ ۷ 


!+ و و | 


)5.4( 


والان ادا كان ۱ > ۶ ع 1 . 4 > 1 ع 1ع والمجاميع في الطرف الأيمن هی 
العناصر | في الصف ۸ والعمود 1 من الصفوفات 11 8 در 4 ؛ 9 A‏ بيحيث 
يكون مجموعها هو العنصر ( ,6) من المصفوفة ,,» كا عرفناها في (5.3). وإذا كان 
+٢ k=", + ۸‏ ۾ =1» حيث > 15۸ ره > 11 فان (5.4) هو العنصر 


والحالة ذات الأهمية الخاصة هنا هی التالية : لتكن 4 . ۰8 © ؛ .. . مصفوفات 
مر بعه 7 × 7 بعناصر من حلقه إبدالية 22 ۱ لتکن ,دع دا + . ا آعدادا صحيحة 
موجبه بحيث إل ۸ = ,7 + ... + ر" + ,+7 ولنجزيء كل مصفوفة كما يلى : 


۱ E 1/۳11 

ل ا 

| )5.5( 
4 = 1| 

| m, 

کک کا ج 

: 1 mM, 





آی أن كل مصفوفة عنؤأه بالنسبة للصفوف ماما بالتجزة نفسها الوافقة للاعمدة . وهکذا 
یمکن اعتبار 4 » على سبیل الثال. كمصفوفة 5 × 5 عناصرها ۸ هی مصفوفات 
١‏ × . وبما أن كلا من الصفوفات الباقية 8 » ۰6 . . . إلخ . مجزأة بالطريقة نفسها 
تماما فلا یمکننا تشکیل الحداءات فحسب. وفقا للطريقة الشار إليها سابقاء وانا 
یمکن آیضا تشکیل الجامیم والفروق؛ وهکذا نکتب: 
۰( ع (A;‏ = 8 د A‏ 
تمارين 


1 0 1 0 0 1 
۱ ل 5-35 , = ) 1 B=‏ ۲ 
8ح إن ۳ :. 8 :2 ١‏ 0 


فاوجد “رع 8° çO‏ قفد BA‏ هم قن EF BC‏ 
۲ ) ادا كانت 





8 6- هه 2 9- 1- 


0م 3 2 جه رابت 
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فین أن ]1 BA 0 « A” = 82 = C=‏ - قل « م - 82 - 08 و8 - م0 .AC=‏ 





2 4- 3- | 2- 4 3 | 
|2 سس هب ق ب 1 ا 
5 قلا و زب 8 5 0 
8 8 1ت 
دا قب چب ظ 6 
8 هك 10 
12 9- 4 ) 8 يق اسه 
باه 4 1 حدم 4l,‏ 3 ا 
زب انب 3 ته 7 
4 2« 
+ 8 ۱-3 - 6 
وب لم ٩‏ 
9 3 #۶ . مب ونب ایب 
راو 5 8« ادج راه4 و 4 | ۸4۸ 
ژد ق1ست ۆت قت ق یت 
7 10 5 
7 9 ۵ 60-۱ 
لاس لات لت 
و 23 4 ل 4 0 
6 6 اکتا او ی و اسو اه يب هاب ۸ 
فبین أن [و- 3 ]| 3 2- 2 


A? = 82 = [(1/2) (A + 8([ =1‏ ¢ 0 - 2زم - (A‏ 
و 2 3 ات قت لت 

8 ع ا کانت ,از 6 وا حور راد © 1 Bal‏ 
وب وس وق 83 نب وب 


مفاهیم أساسيّة ۱۳ 


- 
[kD + )1- Kk) E] =1 





5 6 ادا کات 


بأو 5 4 اعد ۸4 
۱ 8 اک کب 
بون أن 0 = 107 + 114 - ۸2 
۷ ) إذا كانت في« 8 لب فيد کب . 
اف هه 1 ا سل باق $ با 2ن 
4 2 1[ وت وان 1 


فبین أن 0 = 1ا . و ۷ = ۷ (یقال: إن 0 و ۷ متساویتا القوی) ؛ بين أيضا أن 
UV = VU =0‏ 7 ع ۲۷ + ۲ 
۸ ) ادا كانت 


و ۵ 1 
Xel 1 2 3‏ 
وس وت 1 


في آن 0 = 22. يقال : إن × معدومه القوی. 
٩‏ اذا کان 


فت 1 تم نز 1 تبه 1 
بأ 3 Ke lS‏ باق 1 82 اعد 4 
۵ 1 9 2 3 

ا 

Y= 5|, 
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بين أن ۸۷ م4 مع أن ۷ + . 
فو ين 137 إذا كان ,© » ره عددين من حلقة الأعداد الصحيحة فان مجموعة 
الصضوفات 2 × 2 من الشکل ۱ ۳ تکون حلقة. وبين أن تلك الحلقة 
da‏ ا 
تضم: عناص حایدة پسری: ولا تتضمن عناصر محايدة یمنی . 
١‏ ادا کانت j‏ 





1 Û 0 

1 ۴ 9 0 0 1 0 3 
و 0 0 1= 0 10 
1[ 0 0 0 


FE Teal.‏ مت بر ا ظ 
فبين أن 7 = 1 45 - ۸2 بصرف النظر عن الاعداد ۰ طب 6 4 
۲ ادا كان 
1- وس ا 
۱ | ۷ با ۱ بخ 


ر ا ۳ = ) 1 ۳ بت 19 0 ۴ تن 
4 ۴ ا1 0 ,7= 0 


ف ,1 = 0 = ۶ = .AB + BA = AC + CA = BC + CB = -2[, ¢ A?‏ 
1۳( ین أنه إذا كانت × مصفوفة مربعة ۶ × « وتقبل المبادلة مع أية مصفوفة ۸ مربعة 
+ ۲1 ب فلا بد أن تکون ۲ مصفوفة : من النوع ۸1 » حيث إن #عدد سْلْمي. 





عون 
الأساسيّة للمصددات 


)6.1( 





Tal n3 
مصموفه مربعة ۸ × 71 ننتمی عناصر‌ها ره إلى حقل ما 1 مشلا حقل الأعداد‎ 
كبيرة . وإحداها هو محدّد الصفوفة (ویکتب على الشکل ۱۸۱ ) الذي سنبداً الآن في‎ 


۳ 3-5 


لنعتير عنصرين 4 من المصفوفة (6.1) لا يقعان في الصف نفسه أو في العمود 

نفسه من هذه المصفوفةء أي أن / نو #۱ ز فإذا وقع واحد من هذين العنصرين 

إلى يمين وفوق العنصر الا خر دُعي الزوج «زوجًا سلبيًا ؛ وفيها عدا ذلك يدعى الزوج 
۴ ۹ ۱ ۱ 

«ز وجا اجابیا) . وعلى سبیل الثال» الزوج دد > 4 هو روج سلبي بینے| ډوه و 4 زوج 


تعریف 
لتک. 4 مصفوفه مربعه 2,۸) بعناصر من حقل ى . لنکتب کل ا جداءات 


ا ممكنة التي يحوي کل منبا عاملا» والتي نحصل علیها باحتیار عنصر واحد وواحد 


۳ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 

وسیکون لدینا !من مثل هذه امحداءات . وفي کل جداء نقوم بإحصاء العدده 
۱ من ال زواج السلبية . واذا گان» زمجیا: تلحق نا النداء اشارة موجبة: آما آذا کان 

0 فردیا فنلحق اشارة سالبة . والجموع الجبرى لكل هذه اخداءات ال !۸ هي قيمة 

مفكوك (نشر) ۰۱۸۱ أي أن : 

(6.2( را *** ۳۵:0۵ (1-) 2 = ]۱29 


حيث تتغیر را » را ...۰ ,افوق جميع التب‌ادیل ال 7 الممكنة للاعداد 
REK FEA‏ ويشير ت إلى عدد الازواج السلبية في الجداء . 

وعل سبیل الشال. إذا كانت 4= مخ فان الختا ره يه ييه رة هي 
باستثناء ما یمکن أن یتعلق بالإإشارة» حد من مفكوك |4| . وبا أن الزوجين 
(ري» «و,4) » و (ږږه 4 بير ) إيجابيان في حين أن (ربه «جر6) » (ووه موه) » (ممه مهره) 
و(» ببه) هي أزواج سلبية» فان 4 = 0 » ويكون الجداء ىا ذكرناه رای بإلحاق 
إشارة +) هو حد من مفكوك |4 |. 


ویمکن مدید الا شارة التي سنضعها أمام حدٌ بطريقة أخرى . لنعتبر المتبادلة 
e‏ را ...۰ الجموعة الاعداد 1 ۰2 ... 7 کی اسان ایس 
ولنقل الترتیب ۰1 ۰2 ...۰ » کترتیب طبیعی . ویقال عندئذ إن متبادلة ما تحوي 
عددا من الارتدادات يساوي إلى عدد الظروف التي یتبع فیها عدد ما عددًا آخر كان 
في الترتيب الطبیعی سابقا له . وهکذا إذا كان الترتيب الطبیعی ۰1 ۰2 ۰3 4 . فان 
التبادلة 4132 نقدّم الارتدادات الأربعة 42,32 ,43 ,41. | 

لنعتبر الآن عنصرین .»و نيه (۸ :. 1+ () ختارین من صفین مختلفين ومن 
عمودين مختلفين من المصفوفة 4 في (6.1). لنفرض آولا ۸ > » بحيث يقع ,»في صف 
فوق الصف الذى يع فيه 4. فعندئذ يكون الزوج (ن © «ر۵) زوجا موجبا أو سالما وفقا 
لوقوع ,ره في عمود إلى يمين أو إلى يسار العمود الذي يقع فيه ره » أي وفقا لما إذا كان 
7 > زأو:<زء أو إذا كانت المتبادلة از تمثل أو لا تمثل ارتدادا عن الثرتيب الطبيعي 
1 ۰2 ...۰ ”.وني الحقيقة» من السهل رؤية أنه إذا لم نفترض »۸> : . فسيكون 
الزوج (,ره ,ره) زوجًا موجبّا أو زوجًا سالبًا وفقا لا إذا كان مجموع الارتدادات المتمثلة 


اسي نتاس نداق ۱۷ 


في ن وازء زوجیا أو فرديًا : ويمكن الآن الإفصاح عن التعريف البديل لمفكوك محذد ۸ 
على شكل نظرية : 


نظرية (” )١-‏ 
لتکن 4 ه صعوفه مربعة ۸ × :7 بعناصر ف حقل 27 . فعندئل ٠‏ 


Cai, ٠٠" ۵‏ :و0 )1=( 8 5 | ۸ 
حيث نتعير را 3 7 8 و هه #فوقی اميم التبادیل ال n!‏ اة لالأعداد 


)6.3( 


1 ۰2 ...۰ مأخوذة جیعها في وقت واحد. وحیث » هو عدد ارتدادات 
1 را دج عق التركبب الطبيعى 1> 2غ 8 NE EME‏ 
۷- النظریات الأساسية التعلقة بالمحدّدات 


تعریفب 

إذا كانت 4 مصفوفة ” × ۷ فا مصفوفة ” × : التى نحصل علیها بجعل الصفوف 
أعمدة والأعمدة #۲ > دون المساس بترتيبها 5-8 تدعی منقول (مدو 4. 
والرمز الشائع لمنقول 4 هو '4. وكمسألة رموز سنجد من المريح أن نرمز ب '» للعنصر 
من '4 الواقع في الصف : والعمود [. وينتج عندئذ أن ره = '4. 
تعريف 

إذا كانت 4 مصفوفة ۶« 7عناصرها أعداد حقيقية أو مركبة » فتدعى الصفوفة 
# × ۷ التي نحصل عليها من 4 بأن نضع بدلا من كل عنصر يه مرافقه ,7 : 
المصفوفة ال مرافقة ل 4 (أو مرافق ك4 ). ونرمز عادة لمرافق 4 ب ۸. ومنقول 4 » وهو 
بوضوح مرافق ۸ بالضبط يدعى مرافق منقول 4. ولتجنب أي لبس مع المعكوس 
'-4» الذي سنعرفه فیما بعد نرمز لمرافق منقول 4 بالرمز "۸ بدلا من ۸ 


نظرية (۷ - )١‏ 
ادا كانت 4 مصفوفة مربعة فإنه ۱۸۱۱ = |4| » أي أن محذد مصفوفة مربعة 4 
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لبرهان هذا نلاحظ أن كل جداء في الجموع (6.2) يحوي کعامل عنصرا واحدّاء 
وواحدًا فقط من كل صف ومن كل عمود في ۸۱ ؛ ولذلك فهو يحوى عنصرا واحذا 
وواحدًا فقط من كل عمود وکل صف من |'| . ومنه. وباستثناء ما يمكن أن يتعلق 
بالاشارق يكون كل حد من |4| هو حد من |4| ۰ والعكس بالعكس . وفضلا عن 
ذلك. ينبغي أن يكون واضحًا أن زوجا (,,» بر ») في |۸| هو زوج موجب أو سالب 
وفقا لا إذا كان (ي» ,ره) زوجا موجبًا أو سالبا في 4.. وبالتالي فان عدد الأزواج السالبة 
في كل جداء هومن أجل |۸| نفسه من أجل 4 وحدود 4| هي لذلك متطابقة مع 
حدود |۱۸ . 

ونستنتج من هذه النظرية أن کل نظرية في الحددات تتعلق بأعمدة مصفوفة 
تقابلها نظرية موافقة تتعلق بصفوف هذه الصفوفت والعکس بالعکس . 


نظرية (۷ - ۲) 

إذا كانت 4 مصفوفة تقع عناصرها في حقل الأعداد ا مركبة » فان حلد مرافق 4 
یساوی مرافق محدد 4 أى أنه إذا كان ۸۱| - ۵ فعندئذ || > ۸ 

ي مم e‏ 

نستنتح هذا من حقائق ارسيت 8 اخبر الا بتدائی تقول : إن مرافق جموع 
عددين مركبين أو أكثر يساوي إلى مجموع مرافقاتهاء ومرافق جداء يساوي إلى جداء 
المرافقات . وبا أن |4| هو جرد مجموع جبري لحداءات معينة من عناصر 4 فإن النظرية 
نظرية (۷ - ۳) 

إذا كانت كل عناصر صف (أو عمود) من مصفوفة مربعة 4 تساوي الصفر 
فعندند 0 = || . 
هذا الصف وبالتالى فهو صفر . 
نظرية (۷ - 4) 
ا حقل » فان محدّد الصفوفة یضرب ب . 


اخواص . الأساسية الات ۹ ۱ 


وهذا ناتج من حقيقة أن كل جداء في الفکوك (6.2) يحوي کعامل عنصرًا واحدا 

ماما من الصف أو العمود الذکور في النظرية . ولا تتأثر خاصة الإيجاب أو السلب لاي 
روح. وعلى سبيل المثال : ب ad, ۰ ke, 61 Û,‏ 
Col.‏ 1 دآ Ker > Kk‏ ون ا 


نظر ية ( ۷ ۰ 6) ۵5 ۰ ولا وا bı kes‏ 01 
إذا تبادل صفان (آو عمودان) من مصفوفة موقعيهاء فان محدد الصفوفة يغير 
إشارته . 


نبرهن هذه النظرية ولا من أجل ا حالة التی يكون فیها الصفّان التبادلان صفين 
متجاورین . ولنفرض عندنذ آننا نرمز ب ,4 للمصفوفة النانجة عن تبدیل صفین 
متجاورین في 4 بحيث يأخذ کل منهیا موقع الآخر. ویتضح بالبداهة أن کل جداء في 
الجموع (6.2) هو باستثناء ما قد یعود للإشارة. حد من |4| » باعتبار أنه يحوي 
کعامل عنصر] واحذا وواحذا فقط من كل صف ومن کل عمود من ,۰۸ والأمر نفسه 
أيضًا بالنسبة ل ۸. ویتصف أي زوج (,ره ,ره) من جداء ما بأنه إما ا ا أو 
يقع واحد فقط من عناصره في أحد الصفين المعينين» مثل هذا الزوج لا يطرأ عليه 
أي تغيير فیما یتعلق بخاصة لایجاب أو السلب . والزوج الوحید من العناصر الذي 
تتغير فيه خاصة الايجاب أو السلب هو الزوج المأخوذ من الصفين اللذين حل كل منها 
محل الآخرء وني هذه الحالة فإن الزوج الوب تسول إلى زوج سالب والعكس 
بالعكس . وبالتالی فان مبادلة صفين متجاورين تزيد أو تنقص عدد الأزواج السالبة في 
كل جداء بمقدار الواحد. أي أنها تغير عدد الأزواج السالبة من عدد زوجي إلى عدد 
فردى » أو العكس . وهكذا تتغير إشارة كل حد من حدود مفكوك الحدد أي أن إشارة 
الحدد نتعر. 

لنعتبر الآن مسألة البادلة بين الصفین :و ز(ز > :) ولنفرض وجود # من الصفوف 
بين الصف :و الصف /. وبمبادلة الصف زعلى التوالي مع الصفوف ال1 + «» التي تسبقه 
مباشرة» نضم الصف زفي الموقع : . وعندئذ ويمبادلة الصف : عل الال جع الصفوف 
ال التى تليه مباشرق نضع الصف :في الموقع ز . ومکذا فان نود التحویل المرغوب 
فيه بوساطة 1 + 2۸ من التغييرات الت تتناول صفوفا متجاورة. وبا أن كل تغيير في 
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إشارة الحدد تتغير. 


نظرية (۷ - )١‏ 
إذا تطابق صفان (أو عمودان) ف مصفوفة 4 فان 0 = | . 


ليكن |4| = د و | 4| = ,4 ۰ حيث ,4 هی المصفوفة الناجة عن ۸ بعد مبادلة 
الصفين التطابقین فيما بينهما. فمن الواضح أن 4 = ,4 باعتبار أن الصفين متطابقان 
وبالتالي فان 4 = ,4. ولكن من خلال النظرية السابقة ۵ - = ,۵ وبالتالي 4 - =4 . 
0= 24 أي 0 - 4.[نفرض هنا أن عناصر 4 لا تقع في حقل ميزه 2 ]. 


نظرية (۷ - ۷) 
إذا تناسب صفان (أو عمودان) في مصفوفة 4 فان 0 = |4| . 


ذلك لأنه إذا فرضنا أن الصف رمن 4 هو مرة الصف : » فیمکننا عندئذ 
وبالاستناد إلى النظرية (۷ - »)٤‏ أن نكتب ۱۸/۱ = |4| حيث الصفان : وزمن ,4 
متطابقان . ومن النظرية (۷ - 5) نكتب 0 - 0 × ۲ ع إه| . 
تعريف 

إذا حذفنا من مصفوفة مربعة 4 الصف : والعمود ز » فيدعى محدد الصفوفة 
الربعة (0-1) × (1 - «) الناتجة مصغر العنصر ره ونرمز له ب || . والصغر 
ا مؤشر |۸4 '(1 -) یدعی العامل ا مرافق ل هف المحذد ونرمز له بالرمز ره. 


نظرية (۷ - ۸) 
قيمة ا محذد |4| هي جموع جداءات عناص ر أي صف (آو عمود) من 4 » كل 
منها بعامله ا رافق ا خاص به؛ وبالرموز نكتب : 


الخواص الأساسيّة للمحدّدات ۳۱ 


e (7.1(‏ 2 = م0 4 ۰۰۰ + 2 حل 0:۱0 = | م | 


(i = 1, 2, ٠٠٠ , ( 


)7.2( و و 7 = FPF Anan:‏ ۰۰۰ عل F Qasi‏ وريه ره = |4 | 
i < 1, 2, ۰۰۰ (۰‏ 
والمعادلة (7.1) هي عبارة النظرية من أجل الصفوف؛ فى حين أن (7.2) عبارتها 
من أجل الأعمدة. ونبرهن (1 © ولا من أجل 1=:» أى من أجل الصف الأول. 
وكبداية نلاحظ ل (6.2) يحوي كأحد عوامله عنصرًا واحدا 
وواحدا فقط من العناصر ٠٠٠, ٩‏ .© » «رره التی تشكل الصف الأول» بحيث يمكن 


كتابة |4| على الشکل : 


م0 ۰۰۰ عل وتلور۵ + ak,‏ = |4 | 
ونرغب فی تبیان أن باه UK‏ برع ره ۰۰۰۰ 7,2 حيث قصد ب .به 
العنی العطی في التعریف السابق . 
وحدود |4| الى نحوي و 
(—1)'@iidsi, *** datas )7.3(‏ زر 


حيث تتضی رف وف ۰.۰.۰ ,افوق جميع التبادیل ال !(1 - ) المکنة للأعداد 
BESS %3 2‏ و » هو عدد الأزواج السلبية في الحداء . وبا أن ۵ تشکل 
زوجًا إيجابيًا مع كل عنصر (1 < ز,1 <) ,»من المصفوفة» فمن الواضح أنه يمكن كتابة 


(7.3) على الشکل : 
"dai, ۰ ۰ ۰ nin?‏ 1-) دا 011 


حيث » الآن هی عدد الأزواج السلبية في الجداء المذكور أمام المجموع < . وبالتالي 
فان هذا الجموع هو بالتعريف مفكوك المحدد به > ,,/۸| الذي يحوي (1 ۰.۳ ۲ 
ونبین الآن أن العامل ,»من |4| هو ,» = |,,84] 1(۳۳- ). وللقيام بذلك نحرك 
العمود / فوق الأعمدة ال1 -؛ التى تسبقه مباشرة ونضعه بذلك في موقم العمود الأول . 
وهکذا نحصل على مصفوفه جدیدت محددها هو |4| ' '(1 -) » حيث 4 في الوضع 
(1.1). وبهذه العملية لم يطرأ أي تغيير على الصغر ,/۸. وبالاستناد إلى نتائج الفقرة 
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السابقة يعطي |,,14/ ,,» كل حدود المحدد الجديد ۱۸۱ '(1 -) التى تحوي ,,ه. وبالتالي 
سنجد بعد الضرب ب أ '(1 - ) أن ,ره ,ره > اب۸4 ,ره '+'(1 - ) يعطى كل الحدود التق 
نحوى e‏ الحدد الأصلي ۱ ومنه : ۱ 
)7.4( قير = ,۰ ۵( -) مزر : < |۸4 
وهي العلاقة نقسها (1 7 بعد وضع 1= 1. 

ولبرهان (7.1) في الحالة العامة لنحرك الصف : فوق الصفوف ال (1 - ) التی 
تشم فوقه ولنجعله الصف الأول . ا بذلك على مصفوفة جديدة محددها ۳ 
۵ -) ول يطرأ فيه أى تغییر عل الصفرات . ۰ ...۸۰ . وبالاستناد إلى (7.4) 
لدینا؛ 

(DT |۸۱ = ر2‎ (Dan ۷۰ 

ویضرب الطرفین ب" (1-)نحصل على : 
A= D (Dt (Mul = D avan. (7.‏ 
وندعی العبارة (7.1) مفكوك الحدد ۸۱| وفتم للصف :من صفوفه . ونرهن بالطريقة 
نفسها ا مفكوك (7.2) وف للعمود من آعمدته . 


سنيرهن الآن النظرية المهمة التالية . 


نظرية (۷ - )٩‏ 
إذا كان الصف :من الصفوفة الربعة ۸ مولفا من العناصر الثنائية : 
Cin F Qin,‏ و °°° روه F‏ ويه ريه حل رن 
فان المحذد |۸4| يساوي جموع حدّدين» يحوي أحدهما في صفه ال : العناصر 
وق ند و ۱ الآخر في صفه الم العناصر a‏ 4 » وتبقی 
الصفوف الأخرى ف ا محدّدين كا هي في ا مصفوفة الأصلية . 
وبلغة الرموز تقول النظريّة إن : 


E E j .‏ له الى E FF FP E EN‏ اه هط mE E‏ ل E‏ ايا اله EEE RF E HH EE Bg E EHED ERB‏ ا 


EEE 445 EBED 898 E 8‏ ه69 فير ا ىا ww‏ نا با ل ¥ ۱۳ ل ۵ 8 چ ۳1 ¥ E 5 E‏ 8 5 5 5 5 5 | 





الخواص الأساسية للمحدّدات ۳۳ 


Mı ودرا‎ 6, Mı وله‎ 411 

/ / / 

= ۱:۱ 2 و ۱۵:۱ حل م6‎ in 
1م آنا‎ (n2 سور‎ an املا‎ n2 E an 


ونستنتج صحة النظرية على الفور إذا فككنا رنشر‌نا) المحدّدات الثلاثة وفقًا 
للصف : ولاحظنا أن العوامل الرافقة ,» .يه » ٠...‏ » لعناصر الصف : تبقی 
FF‏ سها من أجل المحددات الشلاثة . وهکذ| کت 


۳ : : 
م2‎ (0۰۱ 1 aia, = 13 60 F زر‎ 0 
5 i =1 =1 


وذرهن بعد هذا النظرية الأساسية التالية : 


نظرية (۷- ۱۰) 

إذا أضفنا إلى عناصر أي صف (آو عمود) من مصفوفة 4 جداءات العناصر 
ا موافقة لأي صف (أو عمود) اخر بالعنصر ۸ نفسه من عناصر ا حقل» فان حدّد 
الصفوفة لا يتغير. 

لنضف. في 4 . إلى عناصر الصف : جداء » بالعناصر الوافقة للصف ز. 
فالمصفوفة النانجة نحوي عناصر ثنائية في الصف : ومحددها یساوی جموع محددین» 
الصف في أحدهما هو الصف : نفسه في المصفوفة الأصلية؛ بینا الصف ا في الثانية, 
هو جداء » في عناصر الصف ز. وكل الصفوف الأخرى في المصفوفتين هی نفسها كا 
يال الأصلية . وبالاستناد إلى النظرية (۷-۷) فان محدد المصفوفة الثانية ينعدم . 
وفضلا عن ذلك فان محدد المصفوفة الأولى هو محدد المصفوفة الأصلية ۸ نفسه. وهو 
الطلوب . وسنبرهن فيا يلى النظرية : 


نظرية (۷ - )١١‏ 
جموع جداءات عناص ر أي صف (آو عمود) بالعوامل الرافقة فقة ا موافقة لصف (أو 
عمود) اخر هو الصفرء أي أن : 
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(i 2 1 )7.5(‏ ,0 رای ) ۷ چا ادن با سل رت 3 Mig;‏ سل :1 


=] 


7.6 
١ ۱‏ 2 خم 2( ,0 = رت لل > یاقا دو امد مد زوا ولا حك dıgo;‏ 


۱1 


لبرهان (7.5) دعنا نرمز ب ,۸ للمصفوفة التي نحصل عليها من 4 بعد أن نجعل 
عناصر صفه زمساوية للعناصر الوافقة من صفه ‏ ۽ وتبقی کل الصفوف الاحری بدون 
تبدیل . وبا أنه يوجد صفان متساویان في الصفوفة الناتجة ,۸ فان محددها |,۸| ینعدم . 
وفضلا عن ذلك فان العوامل المرافقة فقه لاصف ز هي تلك الموجودة ٤‏ الحدد الا صی 
نفسه . ویفك | 4 وفقا لعناصر الصف زنحصل على (7.5). 

وقد أدخل الر ياضى الألمانى Leopold Kronecker‏ - (1891 - 1823) الرمز ,8 
ويدعى دلتا كرونوكر» ليقوم مقام 1 إذا كان ز = : ومقام 0 إذا كان زع:. وإذا استخدمنا 
هذا الرمز. فيمكن ضم المعادلتين (7.1) و (7.5) في معادلة واحدق وهكذا نکتب : 


)7.7( ۱11۰ و ET ly‏ رو ۵ 4۱ 5 2 ١‏ 
e , 7( (7.8(‏ 2 و1 ۳۳ (i,‏ و6۵ ۱ حت ان ولا ۳ 


۸ مفكوك لابلاس لمحدد 

لتكن ۸ مصفوفة ۲۰7 7 ولیکن دو:أي عددين صحيحين موجبين بحيث إل 
0 > 25 1/ > ]. فترمز ب : 
(8.1) الع را 
للمصفوفة ۲ XxX‏ 5 الواقعة ٤‏ تک اون نا ,#والاعمدة ا امن ۸ وندعو هذه 
الصفوفة ذا مصفوفة سيد من ۸. واذا كان ء دم ۽ فتکون الصفوفة الد 
مر بعة ویدعی الحدد 
A il‏ 


محدّدًا مصغْرًا من 4. ومن الواضح أن 4 يحوي محدّدات مصغرة من جميع المراتب بدا 
من 1 . أي العناصر نفسهاء إلى ۸ إذا كان ۸ = 7 أو إلى الأصغر منها إذا كان ۸ + «. 


الخواصم ن الاساسية الصا دانن ۲۵ 


لیک > وليكين : ss E‏ :غذیلا لتلك الأعداد من 
۰2 ...» مدقي الوجودة بين اھ ر» ۰۰۰۰ :. وباصطلاح مائل تیا بتعلق 
بمعنی القادیر ز» تدعی الصفوفة المصغرة 


re )8.2(‏ 0 
المصعّْرة المتمّمة للمصفوفة في (8.1). ومن الواضح أن (8.1) هي أيضا الصغرة التممة 
ل (8.2). 


وفي الحالة الخاصة ۸ = 7 حيث تکون ۸ مصفوفة مربعة # × ۸ » نصوغ 
التعریف التالى : 


لتکن 4 مصفوفة مربعة « × 7 نم مود راو وی 4 
من 4 فيه ا الحدد ا مؤشر ,!١؟::::::+:44‏ | *(1-) الذي يحوي لوت این 3 ع :+ 
j + j + ... +. )8.3(‏ + 2 لل ۰۰۰ + و1 ۲ ع م 


وإدا وضعنا بر + ... + وا 3 8 +. .. + وي + | ,ة = وفيتضح على الفور أن 


رو 2ه DO‏ رع لل جد وح POS, mH‏ 
ونستنتح بالتالى أن موه! ما أن يكونا زوجيين معا أو فرديين معا . 


نظرية (۸ -۱۰) 


من مصفوفة مربعة ۸4 › 5 كان كانت ۳ اا ز فة یکرت 
161 -) هو ا متمم ا جبري ل ۸۷| . 
في الحالة الخاصة حيث ات 4 با ات و ندعی المصفوفة المصغرة 
427 مصفوفة مصغرة رئيسة. ومحددها هو محدد مصغر أسامى ل 4. ومن ¿ الواضح 


1 ۳ 


۳ لتمم الجبرى لمحدّد مصغر أسامى هو متممه العادي نفسه . 
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وقد وجد أنه من الناسب غالبا اعتبار الصفوفة الربَعة ۸ واحدة من الصفوفات 
الصفرة الخاصة ب ۸.وفی هذه الحالة نعرف التمم الجبري ل |4| بأنه 1. 

ونرهن الآن نظرية مهمة رف الرياضي الفرنمی Laplace‏ )1827 - 1749). 
ونعرض النظرية هنا من أجل صفوف 4 . ولکنها بوضوح صحيحة من أجل الأعمدة. 
أي إذا حلّت كلمتا الصف والعمود کل منبا محل الأخرى . 


نظرية (۸ - ۲) نظرية لابلاس (©2ة1م1.2) 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ۸ × :« عناصرها من حمق ا حى . اختر من 4 
أي و من الصف وف ولتكن الصفوف ۰۶ را ...» .ومن هذه الصفوف 
ال شکل جیع المحدّدات ذات العا التي يمكن الحصول عليها 
باختيار 5 من الأعمدة» ولتكن الأعملة إرء زر ...زر 


ت .5 2 00 
ملع وسیوجك من مثل هذه الحددات ۱۳9۳۳ مد دا . فمجموع حداءات هله 


/لى - (n‏ !5 
المحدّدات ١‏ اة تاا ا جبرية يساوي E AT‏ أي أن 
Al )8.4(‏ ار 4 IP‏ 


حيث يمت المجموع فوق جميع توافيق دمن الأعمدة (رز» یل . . . » ز) مأخوذة 
من ال عمودا 1. ۰2 ...۰ #ء وه کا عرفناها في (8.3). 

ونبرهن هذه النظرية مبدئیا في الحالة التى تكون فيها الصفوف ال و الختارة هی 
الصفوف ال د الاول من ۸ آي (.... ,0,2 > اہ ا ۱ 


لنعتبر الآن المحدّد |::::::41:5] للمصفوفة المصغْرة الأساسية ذات ال ء صفًا الى 
3 في الزاوية اليسرى العليا من ۸. فيكون التمم الجبري عندئذ هو الحدد 
117 للمضفوقة الت الأسامية قات ال وم ضما التي تقبع في الزاوية 
اج السفلى. وحدود الحداء هی من الشكل : 
ra, (8.5)‏ (1-)رك"(1-) = Ga,‏ °°° مره نیم ,نومره “(1-) 
حیب ۲ باه .)6 اهو أحد تباديل الأعداد OI‏ ااي Era‏ 6 ترمز لعدد 


الخواص الأاساشة المحددات ۳۷ 


الازواج السلبية في الجداء ,۰7 في حين أن 
الاعداد 1 + و ...۰ 7و۲ عدد الازواج السلبية في احداء . 
ویمکن کتابة باعل ال 


(— 1)" ۰ * ولا زوا‎ ey ° (Fai 


1 زهو أحد تباديل 


بت وال 6 . 


ومن الواضح هنا آن lana lT keca‏ .زهو آحد تبادیل الأعداد ۱ 1 
2 ...۰ . وفضلا عن ذلك» وبا أن کل :هو أقل من أي ز. فان کل »من 
ب#يشكل هباج اي ۾ من ر" زوجا إيجابيا بحیث يكون عدد الأزواج السلبية في 
(8.5) هو بدقة + + 6 . يقال فان کل ح لي (85) هوحد من ب ۸ وبا آن 
كل اخدود ال !ىمن را*:::4::2| مثلها مثل كافة الاق اة اتف 
هی حدود متميزة » فاننا نهدا هد الجداء على ال !(5 - ) امن حدود |4| المتميزة . 
لنختر بعد ذلك مصفوفة مصغرة د ‏ و ولتکن,,.::::*::۸ = 1 من الصفوف 
ال الأولى والأعمدة | 0 بر ,/.وباجراء انسحاب للعمود /فوق ال 1 - ۱ 
عمودا الواقعة عل يسارهء وللعمود رافوق 2 - ,ا عمودا الت تسبقه. وأخيراً سحب العمود 
/فوق ال ه- /عمودًا إلى يساره. نجلب 1 إلى الزاوية اليسرى العليا من المصفوفة . 
وپذه الطريقة لا يتغير أي من 14 ومتممته| ۰۸۷ في حين يكون محدد المصفوفة الجديدة 
هو 
(teas |4| (8.6)‏ 


وقالاعسجاد إل النتائج الق آشتناها في الفقرة السابقة فان الحداء ۱۸ . ۸ یعطی 
الو تست وو | !ى من اخدود الج من الفک ولد ادكو 8 (8.6). 8 صربئنا 
الآن ب ”(1-)» حیث (لاعدبى +1+2) عد الى tlt‏ ادم ع نستنتج أن 
1۱۳۷۱ - ) |84| أو ۸۱ [التمم الجبري ل |۷| ] يتمخض عن !(د - ”) !من 
حدود |4| نفسها. وهذه اخدود جميعها متميزة من 8 لا خر ومتميزة عن تلك التي 
حصلنا علیها ٤‏ (8.5). وس أنه Ea‏ و احداءات IN|‏ : |74 3 
فنحصل ده الطريقة على !۸ من الحدود. أي جميع حدود | . 

وهكذا تكون نظرية لابلاس قد برهنت من أجل الصموف ال و الأولى من 4. 





۳۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


دعنا نفرض فيا یل أن الصضوف ال : الختارة هی الصضوف 
ماي RO‏ سم قا ای ۳5 عملية مبادلة بين هذه الصفوف ال EEN‏ التي 
تقع فوقها مباشرة. يمكنناء وبدون تغيير ترتيبها النسبى. جعلها الصفوف 
ال » الأولى. لنختر في المصفوفة الجديدة ,۸ . مصفوفة مصغرة 44 من الصفوف 
ال و الأولى والأعمدة ,1ء را .۰.۰.۰ 1. فإذا كانت N‏ عندئذ هی المصفوفة المتممة 
ل ۸ . نجد بالاستناد إلى الفقرة السابقة أن ۱ 


2 1/۱ | وض وي و اتیب‎ IN| 
5 ۸,۱ 3 وا تسیر ا‎ |4|. 


وبضرب الطرفین ب (1-) حیث (و + ... + 2+ 1) - + + ... + © - 0 . نجد 


2 ۱/۱ a O E EEE IN| ون‎ |۸4 |, 
آو‎ 


|4 | - [ المتمم الجبريى ل ۸ ۱۷۱ z=‏ 


وهکذا تکون نظرية لابلاس قد برهنت تماما . 


٩‏ - محدّد جداء مصفوفتین 
رهن الآن النظرية الهمة : 
نظرية ٩(‏ - ۱) 


لتکن (بم) = ۸ مصفوفة 7 × :7 و (,) = 8 مصفوفه 7 × 7 بحیث إن 
P= AB‏ هو مصعوفه مر بعه 771 × . ومن أجل f‏ جک ۸7 ) لفقو ...یر للمصفوفه 
ذات الصف وف ال 7 الوافسة.ق الأعمدة ,۰۶ ,۰ ...۰ أ ۸4 ولنرمز 
ب ۲۲/۵۳ للمصفوفة ذات الصفوف ال « الواقعة في الصفوف رز پژ» ۰۰۰ رز 


۰ 7 قعننگد وف | < يور لدينا 92۰۳۰۹۳ 4 "2 حت آلثر كه نھ 
من ومن اجل ۸ > 7 لدينا | | / Ar i‏ | حیث یمتد 


الجموع فوق ال (ب) متوافقة تا EE‏ ¢ بجع و «من الأشياء مأخوذ :«منبا في وفت 
واحد » بین) 0 = | من أجل ۸ < :7. 


الخواص الأساسية للمحددات ۳۹ 


نعتير أولا الحالة # > 7. فيمكن كتابة المحدّد |۴| للجداء 48 = م كما يل : 


ا اه 99 E ۱ E.‏ 0 
)9.1( تا نا MT‏ ات یروق رر دا وق 3 5-9 P|‏ 


3 Pi ار‎ mes eas E 3 1 اس‎ E 


حيث يتحول كل من أدلة الجمع ,4» رد E E‏ افوف المدى ۰1 2 . ةن جاخ ۵ 82 + 
وبا أن كلا من أعمدة ۶ يتألف من مجموع »من العناصرء شا وفقا للنظرية 
(۷ - 4)» تجزئة المحدّد إلى مجموع ”من المحددات. كل منها من الشكل التالي : 


Aare, Pe a Dia aii ira Dice 


(9.2) الاو ''° Qara‏ یبا روت 


اد ونا ین دشن را رن Di1‏ 2 


والدي یمکن کتانته ‏ بعل ۱۳۹ 7 1 ور & اج سس لا بر خارج الأعمدة الأول. 
الثانی. ال :7 على الترتيب» على الشکل : 


Mr, 5۵ 


Car, Mat, )9.3( 





و ,اسلا 
وهله المحددات ٤‏ (9.3) الق یتساوی من أجلها دليلان أو أكثر من الأدلة 
4 تنعدم وبالتا يمكن إهمالها. ليكن الآن 1 > ... > رذ > رز اختيارًا خاصا من يم 
من الأعداد 1 . باع بم « ولنعرف كا في نص النظرية : 


Mii, Mii, °°° Miia 


(9.4) 


Aii mêl 9 Mai, Mai, e ب :2لا‎ 


Umi‏ ان وددلا بسكا 


وإذا كانت 6 اه + .6۰ پا حد تباديل المقادير ¡ ورمزنا ب ”م لعدد ارندادات هدا 


۳۰ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


التبدیل عن النرتیب الطبیعی 1 ر« ار ت :3 فیمکن کتابة العبارة في (9.3) على 
الشکل : 
0 دعم ی[ البو ۱ 
والان وطالما أن 6 Ch‏ ...2 با شعم فوق میم التباديل ال mn!‏ 
e‏ ف 1 ضير 01 فان الجموع 


و ف 0,۵ (1-) 3 
هو بدفه قيمة الحدد ۰ 


۳ و0 1 0 

7 1 Di. Db: کے‎ ۱۳ 

۱ و ا وی ین ۱ 
وبالتالي : 

(9.5) یه یی | D‏ ۳ 


يث یمتد الجموع فوق ال () متوافقة (,1. رف ...۰ ,ن) للأعداد 
الال Een‏ شرع مأخوذة 7 فى وقت واحد. وهکذ! نکون قد برهنا النظرية من 


أجل ” > 7. 


إذا كانت ۸ < 7 فیمکننا بدون تغيير الحداء 48 = م الحصول على مصفوفتين 
جديدتين 4و 8 بأن نلحق ب 4 أعمدة إضافية من الأصفار عددها ( -:”) ونلحق 
قباس اسنرف الق من الاضکار باق ويا ان جاك من ايفين فن 4 
خوخ دا واحدٌا فقط من « صفاء آي | ماو |۱8 ۰ عل الترتیب» وگل منهما يساوي 
الصفر. فان الجزء الأول من النظرية يعطي 0= |,۸,|۰۱8| = |5|. وهکذا تکون النظرية 


قد برهنت عاما. 

وال حالة # = ۶۶ دات أهمية خاصة . ففى هذه الحالة حوی کل من لصفوفتین 
(A‏ 7 مصفوفه مقشع واحدة فم دات از فا ونعیی | و |B‏ على العرتيب . 
والعلاقة (9.5) تعطى النظرية المهمة التالية : 


الوا ال ساسیة للمحتدات ۳۱ 


)۲۰- ٩( نظرية‎ 


اد كانت 4 و 8 مصفوفتین مربعتین ۶« × ع فعندئل || .|4| = /13م/ ؛ أي أن 
لد جداء مصموفتین مر بعتین يساوي حداء ادا ۱ 


باستقراء سيط يمكن تعمیم هله النظرية الأخيرة ال جداء أى عدد من 
مصفوفات المربعة. 


والان تاشن الصفوفتبن ثم و B‏ بحيث ال ۲ وی اند 


۸1 ۸۰ ۵0 MI xX Ff 
۾ × ”. لیکن ؟ ه صحیخا موجبًا لا يزيد عل  أو ۾ ولتکن ۲ 5 «الصفوفة الربعة‎ 
. رمن‎ » AE ى × 5 الواقعة في الصفوف أ¡ » رأ ۰۰۰۰ ,#وفي الاعمدة‎ 
3 وإذا كانت © عندئذ هي المصفوفة « × المؤلّفة من من الصفوف ,2 > راء ا‎ 
CB مرن قز ,قلقت 0 الصفرقة جد #الزلتقاسن الاغمدة زد ...۰ ير مین‎ 


ل او ع E‏ 12 للد بد ۱۳۳ 


] 1 + [ 3 * . ۲ 


وتنتج النظرية ٩(‏ - ۱) مطبقة على هذه الحالة : 


نظرية ٩(‏ - ۳) 
لتکن 4 مصفوفة :« × :7# و19 مصفوفة ۾ × «ولیکن ءصحیحا موجبا لا يزيد على 
« أو و. إذا كانت © ا مصفوفة الصغرة ال مربّعة ۶ × و الواقعة في الصفوف 
مها وها ده دق والأعمدة و ر عد حا رمن مصفوفة الحداء ۸۶ = مم > فعندئد 
یکون 0 = |0| إذا كان < ۶ أما إذا كان ۸> و فان || یکون مساویا لجموع ()من 
ا لحدود» كل حد منہا قن چام ا مسد له ۷ ۲ رقم الم 
e... 8 8,‏ والأعمدة و ۰.۰ #من ۸4 بمحلد مصغر آلحر فيه ۶ 
صفًاء ويقع في الصفوف را » E‏ ید +6 وف | امه بل رةه رد0 رت د 
یه ووم و و فوق جميع ال )من متوافقات «من الأعداد ۰1 ۰2 


/ 


2 م مأنحوذة دق وقت واحل أي أن : 
اا O‏ ال 2 = [Pl‏ = ]| 





۳ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 
ماریسن 
ي ٤‏ ۳ 3 : 5 7 
بين بدون فك الحددات أن العلاقات التالية صحيحة : 
ج g++‏ #2 1 
(١‏ 0 عدأ + 2 y‏ 1 
بو بو 2 1 
E1 11 2|‏ 14 سل 73 Ly + Y2‏ ۷ 3 زب 
al: (۲‏ ولا وتا 2 = ارم + ys‏ و2 + ولا .2 + لا 
و2 ولا ود 2 + وت و2 + وت رين 1 ,2 
Û ©‏ ره © + رمك بج + 201 bı‏ + ,20 
۳( یه ad Û,‏ 9 = ايم + 2b, +c, 2c,‏ را + 20 
d3 17 0‏ 6ك 20 C3‏ م ولا ود حب 20 
2 ۷ ۷/2 7 2 
۶( 0 م eye‏ ,اجره مد بسا = ره 22 
zy zz yz ۷‏ *2 





ثم نف أن الحدد على اليسار محوى العامل 2ر + 2× + ر . 
) إذا كانت (4) = 4 مصفوفة مربعة « × « فحدّد إشارة الحد المتعلق بالقطر 
الثانوي . 


01 04 , .ا 


مر 2 2۰۰۰ 1- ی 1 و 


1 0 


من |4| . 
83 ۵ ) 


5) إذا كانت 4 هى المصفوفة ,| 6 5 | فانشر |4| وفقا لعناصر الصف الثالث 
8 8 ۱ 
ثم حقق النتيجة بنشره وفقا لعناصر العمود الثاني. 
6 1 8 
۷) إذا كانت 8 الصفوفة ام . و فأوجد العوامل الرافقة لعناصر الصف الثاني 
2 4 
وتحقق من أن العلاقات في (7.7) صحيحة . 


21 . كن 


اخواص الأساسية ۱ للمحددات ۷ 





۸ ذا كانت 4 هي الصفوفة [3/7 2/7 6/7-] فبينْ أن کل عنصر يساوي إلى 
7 3/7- 2/7 
7 0/7 3/7 

العامل الرافق الخاص به في |4| . تحر وجود خواص مشابهة للمصفوفة 

8 2/3 
8 ا 
3- 2/3 

۱ هل بك 3-- 3 نت 

4) إذا كانت © هي المصفوفة قم 1 a‏ 

3 -3 2 


8 3 ۱ 
فبين أن العامل المرافق لعنصر فى أي صف هو بدقة العنصر الموافق من العمود 
الذي له الرقم نفسه . 

: إذا كانت 5 ۰۸ فبين بدون نشر المحدّد أن للمعادلة التربيعية‎ )٠ 





] ين‎ 7F 
| a ال‎ = 0 
1 0 ۶ 


جذرين هما © و 0. 
۱ دون اللجوء إلى النشرء بين أن للمعادلة التكعيبية 


م a‏ دا 
=U‏ نه > ۶ 
a 6 25‏ 


جذرا هوم -ه - 2 . أوجد الحذرين الا حرین . 


۲ إذا كانت موفة مر بعة 7 < 7 وکانت 0 ترم ال اذ ( 
e ۳ (‏ مربعة ۸ × 7 وكانت ,© ترمز للعامل المرافق ل ره في ۸ 35 
شین أن الحدد: 


9! 1 هه جح‎ wë 8 : ۳۹ a a ۳۹ 8 3 





بل ۰۰۰ ولا 


للمصفوفة العطاة يساوي ,نمه ۶۳ ۳ - 


۳ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 














۳) لکن ۷ ۳ < .9 بین بالاستناد ال نشر لالا للمخلد 
ار 2 
Y3 ۷4‏ 12 ۷۱۰ 
امه 23 و2 2۱ 
۸ ۷5 ۷2 الا 
|2 23 23 21 
آن 
P13P24 + P4P23 7 0‏ > بو Pp‏ 
0 2و0 20۱ 00 
)٤‏ ادا كان ۱ ® ۵ ۱ = ۸ ۹ | A=‏ فبین أن 
b; 0 Do 2b, bz 0‏ 
و 201 bo‏ 0 
A‏ رمك 4 - ر۸6 = الما 
h —g 4‏ 0 
تا 0 00  ; —h‏ ##عضية 
۱۵( بين أنه ادا كان ۽ 1 = 8[ فعندند 
مت ۲ 


Û‏ وج و سس 
|B| = (fp + gm + hn)‏ . 


5 استخدم النظرية )١ - ٩(‏ لبرهان المطابقة : 


u + dı + a: a,b, + ab, + abs 
a,b, + a,b, + abs j3 م | شخ ل‎ 























dıl 1 اجه ره‎ 3 d2 aaj 
02 و‎ bı, by وا ور‎ 
اجه وه وق‎ ۱ 
. ارشاد: خحد / : ۲ -4 و “4 ح و‎ 


وا یط رد 


اخواص الاساسية للم‌حددات ۳۵ 


۷ عمم التمرین ۱٩‏ إلى ما يل : 


2 











2 a; 2 ر‎ 8۰ 95 ad; 0 
8 a;b; 2 ۳ ۱ b; b; 


ا ی ری ی فى حين أنه تمتد تلك الوجودة على 


صا من متوافقات الأعداد ل aa E E‏ 7 مأخوذة 


این فرق بای اا 


اننتن 5 وفت و احد (7 > 1 


6) بالاشارة إلى الصفوفه ۸ في (5.5) . لتکن کل مصفوفة جزئية 0 = ,۸ من 
أجل ز > :. بين عندئذ أن ريما ...ایا |4| = |۱4 . 


9) بين أنه إذا قمنا بمبادلة صفين متجاورين من مصفوفة مربعة 4 ۰ فان العامل 
المرافق لكل عنصر يغير إشارته . 
E‏ لیکن (,؛ ,... ,رف ) = 7 آحد تبادیل الأعداد (۱ € نم ۰ )6 ولترمز ت لعدد 


الارتدادات في # عن الترتيب الطبيعي (,... ,1,2) = ۷ بين أنه يمكن إعادة + 


(١‏ ا مربعة 4 (ونکتبها ۲۸ ) مجموع عناصر القطر لرئيسي من 
> أي أن Za,‏ = ۸ #. برهن ما یل : 5 إن کان ۸ عددّا al‏ فان 


.tr AB = tr BA و(۳)‎ tr (A ع‎ B) = tr (A) ع‎ tr (B) (YT) ۰ tr (KA) = k tr (A) 





العهم باد ت 
الأ ولسة لمصفوضسة 


۰ - رتبة مصفوفه 

لتكن ۸ مصفوفة ۸ × 7« عناصرها من حقل2. . إذا اخترنا من 4 أي :” > دمن 
الصفوف وأي ۸ > ؛ من الأعمدة فان العناصر كما تقع في هذه ال من الصفوف 
وال ؛ من الأعمدة تشکل مصفوفة مصغرة من 4. وبقبول الحالة الحدّية 7 = . 
« -؛ تشمل الصفوفة ۸ نفسها بين الصفوفات الصغرة . وإذا كان ؛ = 5 بحيث تصبح 
الصفوفة الصغرة مربعة. فیدعی عندئذ تلد الصفوفة الصغرة دا مسا ل هومن 
الواضح أن 4 تحوي محدّدات مصغرة من جميع الراتب بدءًا من الواحد, أي العناصر 
نفسهاء حتی :7 أو « أا أقل . 


َه 


تعريف 
إذا كانت 4 تحوي » على الأقل» محدّدًا مصغرًا واحدّا من ا مرتبة م ولا يساوى 

الصفرء ولكن جميع حدّداتها ا مصغرة من ا مرتبة 1 + ۲تساوي الصض فنقول عندئذ إن 
رتبة 4 هي ”. وإذا كانت 0 = 4 نقول إن رتبة 4 تساوي الصفر. 

إذا كان ” = م أو « = + . فمن الواضح أن 4 لا تحوي أي محدّد مصغر فيه 
(1 +) صفا. وإذا كان > و ١>‏ » فان التعريف يتضمن أن 4 تحوی على الأقل 
ددا أو مصغرا واحدا فيه (1 بای ولکن قيمة کل من هذه الحذدات الصفرة 
تساوي الصفر. 
وعلى سبیل الثال» الصفوفتان [2 1 4 4] ولا ؟ و] هما رتب تساوي 


واحدا وائنین على الترتیب . 
۳۷ 


لتکن 4 مصفوفة مربعة « × «بعناصر من حقل ما . فیقال عندئذ إن 4غ شاذة 
أو شاذة وفقا لا إذا كان 0 || أو 0 -41] . 
وعم ار aE SIC‏ مه wf Amt‏ سه 
وعلى سبيل الثال. الصفوفة 1 0 غير شادة» بینا الصفوفة 1 ۲ شادة . 
وبدلالة الرتبة «r‏ تكون ۸ عير شادة ادا كانت ۸ = ۲ وشادة ادا کانت 
8 > يرن ولن دستحدم هنا المصطلحين شاده وعبر شادة بالنسة للمصفوفات عبر 
المربعة . 


۱ - المنقول. الرافق. ومرافق المنقول لمصفوفة 
لتکن ۸ مصفوفة عناصرها آعداد حقيقية أو مرکبة. لقد عرفنا في الفقرة ۷ 
منقول ۸ (ونرمز له ب 4( مرافق ۸ (ونرمز له ب 4). ومرافق المنقول .ومن 
الواضح أنه يوجد من أجل كل محدّد مصغرء من 4 المحدّد نفسه في ۸ . وفضل 
عن ذلك وب| آنه من العروف 8 ابر الابتدائي أن مرافق جموع (أو جداء) 
محدّدًا مصفرا ۵ يقع في ۸ وأيضا في 4 . وبالتالي فاننا نستنتج في الحال النظريتين 
التاليئن : 


نظرية (۱۱ - ۱) 
للمصفوفات قرع “قرع شب و ۸ جميعها الرتبة نفسها. 


نظریه (۱۱ -۲) 
تکون الصفوفة 4 حقيقية إذا وفقط إذا كان ۸ = 4 
إذا كانت 4 هي المصفوفة (,4) . فنرمز لعنصر الصف : والعمود تر من 


4 ب ره ومنه رة ر 9 (8 ...1ع ) » وی ,1ح ). والان لتكن ۸ و8 


و 2 7 وف 5 A‏ * ۲۳1 ولتك ب ۳84 سلكت .۳ C=‏ ۹ بحیت إن 9 + © = .0. فنستنتج رل ول 
أن a ٍِ 7 = 1 7 + 6 j‏ = بر ۳ 1 e‏ و واچ مرافق الطرفين 7 


."5 +" = ر».وهکذا نكون قد برهنا النظرية : 


التحويلات الأولية لمصغوفة ۳۹ 


نظرية )7"-1١١(‏ 
ادا كانت 4 و 7 مصفوفتين بم ا 777 فعندئل ' 


(A +B)’ = 4۳ +B’; (4 +B) = Ã +B; (A +B)* = A* د‎ B* 


نظرية (۱۱ - 4) 
إذا كان 4 عددًا سلما فان '4 = '(مغ) « مع = )%4( + “224 = "(). 
وإذا كان ٭ حقيقيا فان 4+ = (ضغ) , "هب "هی 


نتيجة (۱۱ - ۵) 
ذا کان ‏ وا عددین شلمین فان ۸8 + 47 = DF‏ + 4ه : 


.(kA + 1B)" = kA + 1B" « (KA + IP) = kA + IB 
: ونرهن الآن النظرية المهمة التالية‎ 


نظرية (۲۰۱۱) 

إذا كانت 4 مصفوفة « × :77 » 8 مصفوفة 4 × :7 » و ۸ = € مصفوفة ۾ × 77 » 
فعندئذ 2۸۰ = ©). أي أن منقول جداء مصفوفتين يساوي جداء منقوليهها بترتیب 
تعکزین. ‏ 0 

نلاحظ أولا أن الأبعاد صحيحة. ذلك لأن "© هی مصفوفة 7# × و » وبا أن 
'8 هی مصفوفة ۸ × ۾ بین] ۸ مصفوفة 7 بر . فتکون عندئذ ۳ '8 مصفوفة 
بر رال لدينا 
مه إن ومنه "ط2۵ = ط24 ره ره 


f fi if fj 
.4' أي أن ,© = ط2 = جداء الصف :من '8 في العمود رمن‎ 


وبالاستقراء. يمكن تعميم النظرية مباشرة إلى جداء أي عدد من المصفوفات . 
فلنفرض أن النظرية صحيحة من أجل جداء 1 - / من المصفوفات. ولنبرهن آنها 


٠‏ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 
صححه من أجل حداء اھ الصفوفات . لیکن 
EE AA‏ دك رھ = ۳ 
فإدا كتبنا , _ ,4 ...ر44 = © » فعندئذ يكون ,04 = ۴ ومن الفقرة السابقة 
"() ۸ = “تر 
AA,‏ ۰ 4 = لب 


و 
P' = ۸4۸۸4: ۰۰. 1‏ 


ا 


كما ذكرنا أعلاه . 


نتيحة (۱۱ - ۷) 
مرافق منقول جداء مصفوفتین أو أكثر يساوي جداء مرافقات ال مناقيل بترتيب 


معكوس . 


۲ - التحويلات الأولية مطبّقة على مصفوفة 

لتکن ۸ مصفوفة (.») بعناصر من حقل7. . نقصد من عبارة تحويل أولي على 
4 تحويلا من أحد الأنواع التالية : 
(1) للبادلة بون سفين أو عمووية. 
(11) جداء جميع عناصر صف (أو عمود) بعنصر »لا يساوى الصفر من الحم ل 2 . 
(117) أن نجمع إلى عناصر صف (أو عمود) جداء العناصر الموافقة لصف آخر (أو 

ومن الواضح أن لكل تحويل أولي تحويلا معاكسًا هو نفسه تحويل أولي . 

ومن الواضح أن أبعاد مصعوفه لا نتعير من خلال نحويلاات أولية . متتالية . 
وبالتالى فإن عملية أخذ المنقول لمصفوفة 7 × 7# ليست نتيجة تحويلات أولية متتالية . 

وأبعاد المصفوفة ليست الوحيدة التي تبقى ثابتة تحت التحويلات الأوليةء 
ففى الحقيقة سنبرهن الآن النظرية التالية : 


التحویلات الأولية لمصغوفة ۱ 


نظرية )١-1١17(‏ , 
لاتتغير رتبة مصفوفة 4 نتيجة حويلات أولية متتالية . 


مج الواح اولا أن التحويلات من النوع (1) و (11) لا تؤثر فى الرتبة » باعتبارها 
لا تؤثر استنادا إلى النظریتین (۷ - )٤‏ و(۷ - ۵). بانعدام أو عدم انعدام أي محدد من 


الاين ۱ 


لنعتبر إذن التحویل (111) ولنفرض آننا أضفنا إلى الصف :من ۸ جداء ۸ 
بالصف ا لتکن «رتبة 4 » ولنرمز ب 8 للمصفوفة الناتجة عن التحویل . وسنبین آن 
رتبة 2 آصغر أو تساوي م. إذا كان ” = ۲ أو « < فإن رتبة 2 هي بوضوح أصغر أو 
يساوي ۲. لنفرض عندئذ أن > > ولنعتر عدا مصغرا 4 من 8 فیه 
1سا فإذا كان 4 يحوي كلا من الصفین اوزمن ۸ أو اليف #فقط. 

فمن الواضح أن قيمة 4 لم تتغیر من التحویل وهو بالتالي واحد من محذدات ۸ ذات 
ال اش ان آي أنه ينعدم. . وادا كان 4 يحوي الصف : ولکنه لا بجوي 
الصف ز . فمن النظريتين )٩4-۷(‏ و(4-۷) یمکننا أن نکتب ,۸۵ 4 + ,۸ = ۸حیث 
,و ۵هاء باستناء ما یمکن أن یتعلق بالاشارة حددات من ۸ ذات ret‏ 

من الصفوف وبالتالي فهی تنعدم . ومنه 0 = 4 . وبا أن كل محدّد ذی (1 + صفا 
من 8 يساوي الصفر فان رتبة 8 لا یمکن أن تتجاوز . وهکذا فانه لا یمکن رفع رتبة 
مصفوفة بتحویل أولي من النوع (111) . كما لا یمکن تخفیض الرتبة» ذلك لانه إذا 
آمکن ذلك فإن التحویلات العاکسة سترفعها. أي أن الرتبة لم تتغير. 
ونرهن الآن النظرية المهمة التالية : 


نظرية (۱۲ ۲) 
يحوي القادیر 7 فى الأمكنة ال + الأ وى من القطر الرئیس وأصفارًا فيا عدا ذلك » وذلك 
بعدد من التحویلات الأولية ا متتابعة . 


4۲ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


نلاحظ اولا آن مصضوفة من الرتبة 0 هي من حينها على الشكل ۷. لنفرض 
عندئذ کاساس للرهان بالاستقراء أن النظرية صحيحة من أجل مصفوفه رتبتها 
1- 1(7 < ) ولنرهن اجا صحيحة من أجل مصفوفة رتبتها «. 


با أن 1< فعل الاقل يختلف عنصر واحد ,»من ۸ عن الصفر. 
وبتحريك الصف : فوق الصفوف ال 1 - : التي تقع فوقه. ثم تحريك العمود زفي 
الصفوفة الناجة عبر الاعمدة ال 1 - زالتي تقع إلى يساره. يمكنناء من خلال متتالية 
من التحويلات من النوع (0) ۰ جلب عنصر لا يساوي الصفر إلى الموضع 
(1,1) . وهكذا يمكننا الفرض بأن 0 ,, » لنقسم عناصر الصف الأول على 
٩‏ » ثم لنطرح من الصف : جداء الصف الأول ب ,ره (7 ... و3 = )۰ فیتحول 
العمود الأول إلى أصفار باستثناء ال 1 الموجود في الف الأول وبطرح مضاعفات 
مناسبة للعمود الأو ل من الأعمدة الباقية (في حال وجودها) تصبح جميع عناصر الصف 
الأول باسكناء الأول منپا أصفارا e‏ الناتجة هي إذن من الشكل : 


Û , 0 ۱ 0 0‏ 1 
۱ = امه عد چیه 0 
ی ۱ ak‏ اه a‏ 0 





إذا كان 1 = ” أو 1 = ١‏ » فلا تكون المصفوفة , ۸ موجودة. وفيما عدا ذلك فإن رتبة .۸ 
هي بوضوح 1 -”. وإذا كان 1 - : فان الاختزال المطلوب يكون قد استكمل . وفيا عدا 
ذلك فان ,4 يحوي., على الأقل. عنصرًا واحدًا .”"ه يختلف عن الصفرء ویمکننا أن 
نمضي بالنسبة ل ,4 فنطبق العمليات نفسها التي طبقناها على 4. وبالفرض الاستقرائی 
یمکن اختزال 4 إلى الشکل ۷ ب 1 - من القادیر 1 في القطر. وبا أن التحویلات 
الأولية الطبقة على ,تور فقط فی الصفوف ال 1 - 7 والأعمدة ال 1 - » الأخيرةء 

فمن الواضح م أنبا لا تفر شيا من الاختزال الذي تم من حینه, وهكذا فان ۸ تختزل 
إلى الشکل ۷ کا عرضناه في النظرية . وسنشیر إلى ۷ على أنه الشکل القانوني ل ۸ تحت 
التحویلات الاولية . 


التحويلاات الأولية لصقوفة 1 


نقول : إن الصفوفتین 4 و 2 متکافئتان إذا أمكن العبور من إحداهما إلى 
الا حری بعدد منته من التحویلات الأولية . 

ومن الواضح أنه إذا آمکن العبور من ۸ إلى 8 بوساطة تحویلات أولية» فسیکون 
من المکن أيضا أن نعبر من 8 إلى ۸ طالا أن لكل تحویل أولي تحویلا معاكسًا. 
وسنيرهن الآن النظرية التالية : 


نظرية (۱۲ - ۳) 

الشرط اللازم والكاف لتكافؤ مصفوفتي 4و عناصرها من حقل. ۰ ه وأن 
یکون فيا الرتبة نفسها 

ونستنتج ضرورة الشرط من حقيقة أن الرتبة لا تتغير عند تطبیق التحویلات 
الأولية . والكفاية تتبع من حقيقة أنه إذا كان ل ۸ و8 الرتبة نفسها فیمکننا عندئد 
اختزال كل منهیا إلى الشكل القانون ۷ نفسه وبالتالى فإنة يمكن تحویل كل متها إلى 
الأخرى . 


- مصتوفة فاندرموند Vandermonde‏ 
إذا سس × ر ×أية أعداد مركبة فسنتعارف على أن المصفوفة 


1۱۰ 


1ج رن 2 1 1 
131 
۱ ( 23 عه ونه وين ۱11 ح ۲ 


= 2 ۱ 
"له سه ي يه 1 


هي مصفوفة کوشی* 026۷ أو فاندرموند** ۰۷۵۵670006 ومن الواضح أنه إذا 
تساوف ام ي زوج من القادیر × » ولنقل ر لد كم ۲ 6 فسیکون في ۷ صفان متطابقان 
وبالتالي 0 = |۷| . ولذلك. واستنادا إلى نظرية التحلیل إلى عوامل في الجبر 


Augustin Louls Cauchy )1789-1857( * 
Alexander Theophilet Vandermonde (1735-1796) ** 


3 مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


الا بتدائی ‏ یکون ۷ 3 وهي كشيرة حدود 5 ۲ و۰۰۰ ود ,× قابلة للقبفة على أي 
عامل خطي من الشکل ,× - ,× ( ).وب أنه یمکن اعتبار القادیر × 
کمتحولات مستقلة. فیکون |۷| بالتالي قابلا للقسمة على جداء مثل هذه العوامل أي 
على : 


۲] ر2)‎ - x) = (e - عم(‎ — 3) ۰۰۰ (x, — *) 
(Zs 53 2۳ ( نت 03 تین‎ 2 )13.2( 


4 ۹ حت وين 


وهكذا يكون ح ا x, T‏ ود وت @ = |۱۷ > حيث © هي کشمة 
حدود ۴ و و و و۳ 1 أو راد انت ا یساوی الصفر. ومن الواضح أن 
الجداء الذى نحصل عليه بضرب الحدود الأولى في جميع الأقواس في (13.2) هو 


وبا أن هذا اد هو بدقة حدّ القطر الرئيس في |۷| » وأن كلا من |۷| وكثيرة 
الحدود في (13.2) هما من الدرجة لحك , فيتضح أن © يجب أن تكون مساوية 
للواحد بحيث تصبح العبارة في (2 13 هي قيمة |v‏ . 





لنفرض الآن أن 7 بالضبط من القادیر × فى (13.1) هى مقادیر مختلفة. وبدون 
آرة خسارة بالنسبة لشمولية اللاقشة. یمکننا أن نفترضص أا القادين د ری اه 
وهكذا يكون كل من المقادير الم - 7 الباقية» فى حال وجودهاء مساويًا لاحر القادیر 
ال هذه. وبوساطة التحويلات الأولية يمكن وضع أصفار بدلاً من الصفوف 
ال م - « الاخیرة . وبالتالي فان رتبة ۷ لا یمکن أن تتجاوز م وفضلا عن ذلك. وباعتبار 
أن بترتت المضغرة الأساسية ,۷ ذات الرتبة + الواقعة فى الزاوية العلیا الیسری من 
۷ هي ٤‏ حل دابا مصموفه فاندرموند (ع72020علمة/9) ب 7 من المقادير × المتميزة 
فان ±0 |۷| ۰ وبالتالي تکون رتبة ۷ مساوية تماما لم. ٠‏ 


ا 


نظرية (۱۳ - ۱) 

إذا كانت ۲ مصفوفه فاندرموند )۷a de07 ٤(‏ في (13.1) فان محدد ۲ معطى 
با حداء الذکور في (013.2. واذا كان عدد العناصر ا مختلفة بق امد جل هو اه 
فتکون ۲ من الرتبه 7. 

وغالبا ما نشير إلى عبارة |۷| المذكورة في (13.2) على أنها الدالة التناوبة في 
× ,... ورد × » باعتبار أن مبادلة أي زوج من المقادير × يسبب تغير إشازة الدالة . 


f 


تمارين 
8 رتبة كل من المصفوفات التالية : 





0 0 0 1 8 1 2 
)١‏ |0 0 1 0 ۲ 1 2 0 
( 0 0 0 7 0 0) 
او 1 12 0 0 € 1- 
1 5 3 0 ی |" 93 
ê 8 #&‏ ۱ 9 5 17 
û‏ 0 00 0 1- 3 8 
3 5 0 1- 2 
EEE‏ 
۳ 7 4 2- 5 1 
4 4 5 
©( اد ۱ او © چ چا رواب 
5 1 + ۶ ۲ 
11 9 2- 4 3 
7 6 5 4 3 


۷) لتكن الصفوفتان 4 و 8 عناصرهمامن حقل2. . إذا كانت 


,۶و «#رتبتي 4 و 8 على الترتيب. فبين أن رتبة 8 + 4 لا يمكن أن تتجاوز 


FT, ۳ 


1 مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 

۸ بين أنه یمکن دائًا احتزال مصفوفة مربعة « ۰:۱ غير شاذة» وعناصرها من حقل 
7 إلى شکل قانوني ,1وذلك بتحویلات آولية مطبقة على الصفوف فقط . 

۹( لتکن ۸ مصفوفة ” × ۷ عناصرها من حقل الاعداد المركبة ۰ كائبت یهن ارت 


۲ فبين أن المصفوفة 44 موي على الأقل محددا مصغرا اک عر دسر 
ولا يساوي الصفرء وبالتالي فان رتبة 44 هي رتبة ۸ نفسها. 


۰ بين باستخدام النظرية ٩(‏ - ۳) أن رتبة جداء مصفوفتين لا يمكن أن تتجاوز 
رتبة أي من العاملین . 


db‏ لتکن کو ور × ,د آعدادا مختلفة من حقل 2. 3 ولنرمز ب ,۷ للمصفوفة 
تدای کیل جلا ا لے اہی و بمب 





و o‏ ۲ 7 
r‏ + فا و و 1 ۱ 
ی و و ۰ ۷۹ 1 


والان إذا كانت , الدالة الأولية التناظرة ¡ فى القادیر + : ,× ...ر×2 » فبین أن 


تب ۱۲۷ 





سس و سس 
جسر ابصنونات 





- معکوس مصفوفة غير شاذة 

لتکن ۸ مصفوفة مربعة رتبتها ۸ » وعناصرها من حقل2. . فسنلغي الدلیل 
ونکتب ,1 ببساطة على الشکل 7. وعندئذ : 
I-A = ۸۰7 = )14.1(‏ 
وذلك من أجل أي مصفوفة مربعة ۳ . وتسمی المصفوفة 1 الصفوفة الواحدية أو 
المصفوفة الحایدة أو عامل التساوی (idem - factor)‏ . 

وإذا كان ۸ اي علادى فتدعی المصفوقة K١‏ مصفوفة سَلمية أوعددًا سلما فقط . 
[انظر العلاقات (3.1) » (3.2) » ...۰۰ (3.5) السابقة] . 


لتكن المصفوفة الربعة 4 غير الشاذة. أي 20 |4| » ولنعتير المصفوفة : 


5 














۱ ۸ ۸ 

۸-۱ 00 f )14.2( 
dan خرس‎ Can 
4۱ |4| 


والعنصر و ی الصف : والعم‌ود ز هو " ۳ س حيث ,» هو العامل المرافق ل © قي 


الحدد |4| . ولدینا من خواص المحددات مباشرة (نظرية ۸-۷ و۱۱-۷): 

AA? ع‎ A-A =I. )14.3( 

وفضلا عن ذلك» إذا كانت 8 مصفوفة مربعة بحیث إن 1 = 48 » وضربنا الطرفین من 

الیسار ب "۸4 نجد ۸۲ = ۸۰۲۰۸8 ولذا ۸۲ = 8.وبصورة مماثلة اذا كان / = 8۸ 
۷ 


۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


فإن ۸۳۱ = 8 آیضا و تدعى المصفوفة 4 في (14.2) معكوس (أو نظير أو مقلوب) 
الصفوفة غير الشاذة ۸. 

ولم تعرف قسمة الصفوفات حتى الآن . وتقدم النظرية التالية تعریفا للقسمة عن 
اليمين أو عبن الیسار. 


نظرية (۱-۱) 

لتكن 4 و2 مصفوفتين مربعتین × 7 . و 4 غير شاذة . فتوجد مصفوفتان 
۲ و۲ وحيدتان بحيث إن 8 = +4 » 2 = ۲4 » وتعطی هاتان الصفوفتان 
بالعلاقتين ۸418 =¥ ع 1 84 ح ۲ . 


من الواضح أن ۸۳8 = × هي حل للمعادلة 8 = ×4. وفضلا عن ذلكء 
إذا كان 8 = ۸ فعندئذ بدك = ۸۸ . ومنه إذا ضربنا طرفي المعادلة عن اليسار 
ب * 4نجد × =¥ أي أن اخل وحيد . 


إذا کانت ۸ ات فلا توجد مصفوفة 8 بحیث ان 7 - ورور ذلك يه أا آحذنا 


محدّد کل من الطرفین فسنحصل على 1= |0۰۱8 وهو مستحیل . 


نظرية (۱ ۰ ۲) 
لا يوجد نظير (مقلوب أو معكوس) لصفوفة شاذة ۸4 . 


ولدینا آیضا النظرية التالية الى یمکن التحقق منها بسهولة. 
نظرية (۳۰-۱4) 
لتکن ,4 ,... ,رك ,ر4 مصفوفات مربعة « × « غير شاذة» فعندئذ یکون ا جداء 


۲۲ ۸4 , ينات وك‎ A, 


مير شاد 
ی و ATA 2 AT AT‏ مس +۳ 


۲ 58 ۱ 2 
7 كت : 


أي أن نظير جداء مصفوفات غير شاذة هو جداء المصفوفات الناجة عن نظير كل منها 
ولكن بترتیب معكوس . 


لنعرف الآن *(1-م) = “4و1 =4 . فباستخدام قانون الدمج المتعلق بالضرب 
(نظرية ٤‏ -7) نجد : 
نظرية (۱ - 4) 

لتکن 4 مصفوفة مربعة : × ۸. فعندئذ تصح قوانین الرفع إلى قوة : 
(14.4) ون اوه 4۳۴ز د گید 3 
من أجل جيع الأعداد الصحيحة الوجبة 5 4 » وإذا كانت 4 غير شاذة فان القوانین 
تصح من أجل جيع القوى الصحيحة , موجبة » سالبة » أو صفر. 


۵ - إنجاز التحويلات الأولية بضرب الصفوفات 

لتكن ۸ مصفوفة ۸ < ”و ,1 مصفوفة محايدة مربعة 7# × 7#. فمن السهل عندئد 

التحقق مما یی : 

)۱( لتكن .2 المصفوفة التي نحصل علیها من ,1 بمبادلة الصفين :و ز . فعندئد 
تکون 54 المصفوفة + × 7 التي نحصل عليها من 4 بمبادلة الصفین أو ز 
من صفوفها . 

(۲) لتکن ,۸ الصضوفة التي نحصل علیها من ,را بعد وضع » بدلا من الواحد في 
الموضع (أ ,) حيث (0 + #). فعندئذ تکون 4 × المصفوفة الي نحصل علیها 
من 4 بعد ضرب كل عنصر من الصف ب /. 

6۳ لتكن رم , 5 المصفوفة التى نحصل عليها من ,,! بعد وضع ۲ بدلا من 0 في 
الموضع (ز ,:). فعندئذ تكون المصفوفة هر , ,5 هي المصفوفة الناجة عن 4 بعد 
أن نضيف إلى الصف : جداء م بالصف ز . 


وینبغی ملاحظة أنه لکی نتجز تحویلا ولا معینا عی صفوف ۰۸ نضرب 4 عن 


«0 مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


التحويل الأولى نفسه الذى نريد تطبيقه على صفوف ۸ اسع عور بر إلى مصفوفات من 
النوع ا 3 درم , ,5 كمصفوفات توب أولى للصفوف ۱ 

وبصورة مشامهه يمكننا إيجاد مصفوفات تحويل أوليى للاعمدة بحيث انه عندما 
تضرب مثل هذه الصفوفات عن اليمين ب 4 فإننا ننجز تحویلات أولية على أعمدة 13 
ونترك بيان ذلك كتمرين للطالب. 

لتكن ۸ مصفوفة ۸ × 7 رتبتها ۲ بعناصر من حقل ۶. فنعلم من النظرية 
(۲-۱۲) أنه یمکن اختزال ۸ . بوساطة التحویلات الأولية » إلى الصيغة القانونية : 

1 سد‎ 3 ÛÎ ue 8 

E sw لا لا‎ we 
i لا ء«ج‎ 


٠‏ ابس 


05 / / (15.17 
۱0 Û 


ص . 


Û تقو‎ BB EÛ + 8 


ادا کانت 3 وه ,رک هی المصموفات المربعة Mm xX mı‏ لتحويل الصفوف 3 aes‏ 
الصفوفات المربّعة « × « لتحویل الأعمدة التى وصلنا بوساطتها إلى الصيغة القانونية 
فلدینا : 
N. )15.2(‏ = ۲ 4,۰۰۰ گر ۰۰۰ 5 
وإذا رمزنا ب م و © على الترتیب للجدائین: 
Pe inl Fase‏ 

فنجد . 
PAQ = N, )15.3(‏ 
حيث إن و 0 مصفوفتان غير شادتین وعناص ها من حقل 7. . 
نظرية (۱۵ - )١‏ 

لتکن ۸ مصفوفة ۸ × 7 رتبتها ‏ وعناصرها من حق ل . . فتوجد مصفوفة غير 
شادة ۶۰ ومصفوفة غير شاذة © » عناصرهما من احقل7. » بحيث إن ۷ = PAO‏ 
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وخیت . 0 ,7 
0 0 


ل 
N =‏ 





ت 


ص رل هي* س الصت فات 
ای ۳ یا ٩‏ ت 


والان لکن 4 غير شادة» فالا ستناد إلى التتر نزن A‏ 5 فشرة 1 3 یمکن اختزال 
۸ من خلال تحويلات أولية للصفوف فقط (أو للاعمدة فقط) إلى الصيغة القانونیه 1. 


بالتال : 
و ل SSA = I,‏ ۰۰۰ رگا 
(15.4) 
ومنه : "بق كانه وگ رگر 2 ۸4 


وبها أن معكوس مصفوفة تحويل أولي هو مصفوفة تحويل ولي فلدینا: 
نظرية (۲۰۱۵) 

يمكن التعبير عن أى مصفوفة غير شاذة بجداء مصفوفات نحويل أولي . 
نتيجة (۱۵ - ۳) 

لا تتغير رتبة مصفوفة 4 بضربها من كلا ا جانبين بمصفوفة غير شاذة . 

ومن (15.4) لدینا ۱ 

(15.5) کی هه 5 ار 
وهذا يعطى في الخال : 
نظرية (۱۵ - )٤‏ 

لتکن 4 مصفوفة غير شاذة . إذا طبقنا على صفوف 7 التحویلات الأولية 
للصفوف نفسها التي یمکنپا اختزال 4 إلى الصيغة القانونية 7 » فإننا نحصل على 
1- 4 (#) 
توصیح 
احسب باستخدام النظرية (۱۵ - 4) معکوس المصفوفة : 





CF. A. A. Albert, “A Rule for Computing the Inverse Matrix." Amer. Math. Monthly, Vol. (#) 
48 (March 1941) pp. 198-99. CF. also H. T. Burgess, “On the Matrix Equation BX = ۳ 
Monthly, Vol. 23 (1916), pp. 152-155. See also R. V. Andree, Monthly, Vol. 58 (1951), pp. 
87-92. 


1 مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 

الحل 

ام كا ۱ مصتوفه لك 1 تتالف الأعمدة الثلائة الأول منہا من المص لصفوفة 4 . 
وتتألف الأعمدة الثلاثة الأخيرة من المصفوفة 1: 


1 3 a 3 9 82 
ا‎ = |] © 4 8 
6 7 2 0 0 1 


ونطبق على 14 تحويلات الصف الأولية التى تختزل المصفوفة في الأعمدة الثلاثة 
الأولى ال 17« وستتحول ندل المصفوفة ٤‏ الاعمدة الغلاثة الأخيرة يو , 


نضيف إلى الصف الثاني من ۸ ضعف الصف الأول. ونطرح من الصف 
الثالث ستة أمثال الصف الأول . والمصفوفة الناتجة هى : 





1 3 -2 
۸1, = |0 1 =3 
0 -11 35 


و ,14 نضيف إلى الصف الأول جداء 3 - بالصف الثاني . ونضيف إلى الصف 
الثالث جداء 11 بالصف الثاني . فنحصل عندئذ على : 


لا 3= 5- 7 0 1 
(1 11 16 2 0 0 


وق ,1 نضيف 0 الصف الأول جداء 7/2 - بالصف الثالت وال الصف 
الثانی جداء 3/2 بالصف الثالث . ونقسم عندئذ الصف الثالث على 2 فنجد : 


درتت 88/۵- اق 0 0 1 
۰ 35/2 26 0 1 0 = ,2 
1 0 0 


۱ 1/2 11/2 8 
ومنه نکتب : ۱ 


مزيد مب جر المصفوفات 9 


و /89- | 
۱.۰ 35/2 26 |= ۸ 
1/2 11/2 8 
۲ - استخدامات الصيغة القانونية 
لتكن ۸ مصفوفة ۸ × 7 رتبتها + » و 8 مصفوفة و × ۸ ولنعتر اخداء ۸8. 
فبالاستناد إلى النظرية ٠١(‏ -۱) توجد مصفوفتان غير شادتین ۶ و ۵ بحيث إن : 


“م بر ادم = موحیث N=] ٥|‏ 


AB = P(NQ“"B). 


وبا أن ۴۳۱ غر شاذة فرتبة 48 مساوية لرتبة ۸0-18. وفضلا عن ذلك. یتألف 
N )2-18(‏ من الصفوف ال الأولى من 0718 . والصفوف الباقية. في حال وجودهاء 
تتألف بكاملها من أصفارء ولذلك فإن رتبة 0-18 » هي على الأكثر «.ومنه نستنتج أن 
رتبة 48 لا يمكن أن تتجاوز رتبة ۸. وبصورة مشابهة فان رتبة ۸2 آصغر أو تساوي رتبة 
8. وهكذا نکون قد برهنا النظرية التالية : 
نظرية (۱۳ -۱) 

رتبة جداء مصفوفتین لا یمکن أن تتجاوز رتبة أي من عامی ا جداء . 


وثانية لتکن 4 مصفوفة ۸ × :7 رتبتها ۶ ولتکن × مصفوفة و × ۲(۸ - ۸ < ) 
ولنعتر العادلة : 
AX =.0 (16.1(‏ 

لنضع PP N“‏ جرع فنجد 0 -< ۸ 071 ۳۷ ومنه وباعتبار 
م غير شادة نجد : 

2-0 نم 

وتتحقق هذه العلاقة الأخيرة. وبالتالی (16.1) » إذاء وفقط إذاء كانت 

الصفوف ال الأولى من × 071 أصفاراء والصفوف ال م - م الأخيرة كيفية» ومنه 


o‏ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


تكون رتبة © وبالتالى رتبة ‏ نفسها أقل أو تساوي + - ۸ » وفي ا لحقيقة › 

من أجل + - + < و. يمكننا دائا اختيار × بحيث تکون رتبته ۶ - ۸ تماما . وعلى 
سبيل الثال؛ یمکن اختیار 0-1 بحيث يساوي [ ] وإذا رمزنا هذه الصفوفة 
الأخيرة ب © » فمن الواضح آن رتبة > » وبالتای رتبة 06 = × هي ۲ - ۸. 


نظرية (۱ د 

إذا كانت 4 مصضوفة « × :” رتبتها م » وکانت 2 مصفوفة 4 × « بحیث إن 
0 = 4۸ » فان رتبة 2 لا یمکن أن تتجاوز ۲ - ۸ » وتوجد دائيًا مصفوفات ۲ رتبتها 
م - م بحيث ال 0 = ۸4۲. 


نتيحة (۱۲ -۳) 


إذا كانت 4 مصفوفة مربعة ۸ > رتبتهاج » فتوجد مصفوفة غير الصف ر بحیث 
إن 0 = ۸۸ ادا وفقط ادا كان م >م. 


نتيجة (۱۲ - 4) 


ادا كانت 4 مصموفة 7 × :7 فتوجد دائ] مصتوفه غير الصفر ¥ بحیث إن 
0 = ۸42 ادا کال م > بر 


۷ - الصفوفة القرینة لصفوفة مربعة ۸ 
إذا كانت 4 مصفوفة مربعة # × # وکان .»يرمز في عبارة |4| للعامل الرافق 
ل ,© > فتدعی المصفوفة الربعة التي يشكل .ه عنصرها الواقع ۴ الصف : والعمود ز 
بالمصفوفة القرينة ل 4 (ونرمز ها ب 4 (۰)۵ أي أنه إذا كان (,ه) = 4 » فعندئذ 
.adj. A = (a)‏ 
وهکذا یکون 


adj. 4 = Aig ۰ 9 ° a2 ND 


59 Aan 1 بل‎ 


سر يك هن جار المصفوفات © 0 


ومن التعريف في (14.2) ل ۸۳۱ معكوس مصفوفة غير شاذة 4 » يتضح مباشرة أنه من 
أجل 4 غبر شاذة یکون : 
(17.2) ۰ (۸ ۳ 4 ]زر 

وينبغي ملاحظة أنه بینا يوجد لكل مصفوفة مربّعة مصفوفة قرينة» فانه يوجد 
معكوس لمصفوفة مربعة غير شاذة فقط. وعلى أي حال فلدينا من الخواص الأساسية 
[نظرية (8-1) و(۷ - :])١١‏ 
A‘(adj. A) = (adj. ۸(۰۸ = 7 : )17.3(‏ 
بحیث انه ذا كانت 4 ۰ بصورة شاصنةء شناذة فان 
A-(adj. A) = (adj. A)-A = 0. (17.4)‏ 


ونبرهن الآن النظرية التالية : 


نظرية (۱۷ -۱) 

إذا كانت الصفوفة الربعة 4 غير شاذة» فعندئذ تکون مصفوفتها القرینه غير 
شاذة و ۵۱| = |4 ۵ ولذا كانت رتبة 4 آصغر من 1 - فان 0 = 4 20 آما 
إذا كانت رتبة 4 مساوية ل 1 - فإن رتبة ۸ 4 هي الواحد . 


ونستنتج العبارة الأولى للنظرية من (17.3) مباشرق وذلك بأخذ محذدات کل من 
الطرفین . فنحل ؛ 
۰ = ۸۱ .زلة| 4٠١‏ | 


ومنه باعتبار أن ±0 |4| . 


ladj. ۸۱ = ۳-۰ )17.5( 


وت ج العبارة الثانية من حقيقه أنه ادا كانت رتية 4 أقل من 1 - ۸ فان کل 
0 = ره » بحيث يكون 0 = ۸ .[44. 


0٦‏ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


ولبرهان العبارة الأخيرة نلاحظ أن ..»ه واحدة, على الأقل. ستختلف عن الصفر 
باعتبار أن رتبة 4 هي 1 - . وهذا يعني أن رتبة ۸ .ز4» هي على الأقل واحد . وفضلا 
عن ذلك. وبالاستفادة من (17.4) نستنتج من النظرية ١5(‏ -؟) أن رتبة ۸ .هه هي 
على الأكثر واحد. ولذلك فإن الرتبة يجب أن تساوى الواحد بالضبط . 

ونبرهن الآن النظرية التالية : 
نظرية (۱۷ -۲) 

لتكن ۸۶ مصفوفة مصغرة مربعة 0 × 7 تقع ي الصفوف ا 
الأعمدة ١,‏ .... ,,/ ,/من الصفوفة ا مربعة 4 ولتكن × الصفوفة الصغرة ا مربعة 


مور XxX‏ 1 الواقعة ی الصفوف ۳ ,#والاعمدة الوا ی ورن 4 ۵ فعندئد 


م [ التمم ابحبري ل /۰](۸ ۱۸۱۳ = ۱۸ 


عد هيدي النظرية م من أجل 4 غير شادة . لنفرضص أو أن 14 تقبع في ف الزاوية 
العليا اليسرى من 4 ء فنجد من العلاقة بين الصفوفات : 





1 3 ل Cin‏ 
m+ 1 Oram + 1 1‏ ۱ 0 د 
an :‏ 
FE FF en Û 5 ۵ ¥ 1‏ ا مركت 
dımxı ‘°° hin‏ 0 ۰ | 
وديم ) الكت اعوج ) | كد أ وا ود 0 ۱ 37 


J e ÛU بویا‎ ۰۰۴ oa 


Û0 ٠.٠ Û darı سل 4اه‎ 


وبعد أخذ محدد کل من الطرفین والنشر وفق لنظرية لابلاس : 
:[ التمم الجبري ۰1۱/1 ۱۸۱۳ - لها ۰[ 
ومنهى وباعتار 0 #6 |4| . دستنتج (17.6). 
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رق الآن أن ۸۸ تقع في الصفوف ,,۸,... ,رم ,والأعمدة برا ...۰ ,را رامن 4. 
فیمکننا دون التاثير في قيمة || أو متممه العادى» سحب صفوف وأعمدة ۸ بحيث 
تقع 4 ف الزاوية العليا الیسری . وإذا رمزنا ب 8 للمصفوفة الناتجة نجد : 

(17.7) ,۸۱ (1-) = |ه| 
و 
(17.8) ,(متمم |/۱۸) (1 -) = المتمم الجبري ل ۱۸۱ 


kı + °° + ka +l, + °°° + la.‏ = و 


والعوامل المرافقة في 8 تساوي ,»1(1 -) باعتبار أن مبادلة صفين متجاورين أو 
عمودين متجاورين يغير إشارة كل من العوامل الرافقة. ولکننا نحصل على 8 .زل 
بسحب أعمدة وصفوف 4 .ز4 بالطريقة نفسها تماما التى سحبنا فيها أعمدة وصفوف 
4 ثم إلحاق العامل (1 -) بکل عنصر. لنرمز الآن . ۷ للمصفوفة المربعة 7 × :7 
الواقعة في الزاوية العلیا الیسری من 8 .زه » فیمکن كتابة /1(41 -) = ,۸۷ بحیث نجد : 

,[ متمم |۲۱ ۱8۳ = ۱۸ ")1 -) = ,۱۸۷ 
ونه 
APT {PTOI a]‏ سا “ررم 
أو 
[المتمم الجبري ل |304|] ۱۸۱۳۲ = [( متمم |34|) (19-)] ۱۸۳۳۲۲ = | 

وهكذا نكون قد برهنا النظرية من أجل 4 غير شاذة . 

لنفرض الآن أن 4 شاذة. إذا كان 1 < ” فينعدم الطرف الأيمن من (17.6) 
باعتبار أنه يحوى العامل |4| » بینا 0 = |۱۷ طالما أن رتبة ۸ .زهه أصغر أو يساوي 1. 


ومن أجل 1 - 7 تصبح (17.6) على الشكل : 
[المتمم الجبري ده ۸۳) = ہے 


وهذا صحيح بالتعريف إذا اتفقنا على أن 1 = "|4 |. 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية (۱۷ -۲۰) في جميع الحالات . 


وتوجد حالات خاصة من النظرية السابقة لها أهمية خاصة . فلنفرض آولاً أن 
1 - 7 = 7 ولتکن ۸ الصفوفة التى نحصل علیها من ۸ بحذف الصف : والعمود ز. 
والتمم الجبر ي ل |۷| عندئذ هو N‏ . ,۱(*/۵ -) » وهو الصفوفة التى نحصل علیها من 
۸ .زه بعد حذف الصف زوالعمود :. 
ومنه ر (1-) = |١|‏ حيث ,2 هو العامل المرافق ل ,»فى ۸۱ .زهه|. وهکذا نجد 


نتيجة  ۱۷(‏ ۳) 
ادا كانت (a)‏ = ل مصموفة مر بعة 7 < 7 وکا 27 العامل ا مرافق ل ,هي 
ملم .مها » فاتك 


Ci سے‎ A 01 


والآن لتكن 1 المصفوفة المربعة 2 × 2 الواقعة في الصفين ذو والسمرديد [وامن 
خم . . فتنتج النظرية فى هذه الحالة : 
نتيجة (۱۷ - 4) 

إذا كانت ۷ ا مصفوفة المصغرة ذات ال (2 - ”) صما التي نحصل عليها من 
الصفوفة الربعة ۸4 4 بعد حذف الصفين ¡ و۸ والعمودين زوا , فعندئد 








۱2۱4۱۰ اف :۱ 3 را تا 
Ail ۰۵‏ 
ارين 
احسب العکوس والمصفوفة القرينة لكل من الصفوفات التالية : 
2 
)١‏ |0 3- 0 





0 
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3 << 8 ۲ 83 2/3 2/3 
۳( [- 38 4 ۱ ؟) |2/8- 1/3 2/3- 
4 2 1~ ۰.53 2/3 1/3- 

وب وس 0 9- 6۵ 3 

-6 7 ۰-6 (۹ | ۲! .8 3 (٥ 
وس 7 و 6 و‎ 





لس و k‏ 
Kk 0 (۸ (۷‏ ۵ سس 
E‏ 
1 
83 [1ج 0 
2 ۱ 
۱ 3 2 3- 
2 


4 . 2 [1 
اد هقب عد 1 1 1 .1 
1) احسب المصفوفة القرينة ل 
I '‏ 2 8 4 
3)- | 1 3 


5 إذا كانت 4 مصفوفة مزيعة غير شاذة عناصرها من الحقل المركب» فبين أن 


Ate AY, سلس وو هم ا‎ AE 


كل منها الواحد . 


1° مزيد من جم المصفوفات 


6 بين أن المصفوفة القرينة بمحداء مصفوفتين مربعتين يساوي جداء المصفوفتين 
القرینتین بترتيب معاکس إرشاد: [استخدم الفقرة 9]. . 


6 1 8 23 52 52-] 
۶ 
۱۵( إذا كانت 4 هی الصفوفة 7 5 3 فن أن 8 ات 99 = .adj. A‏ 
2 9 4 37 68 7 


وإذا كانت 8 هي المصفوفة التى نحصل عليها من 4 بحذف الصفين الأول 


والثانی فأوجد باحدس 8 زه۸. 





ری 
الارتبساط الخضى 


- مفهوم الارتباط الخطي 
نقصد بمتجه ۲ ذي « عدا فوق حقل2 ۰ مموعة مرتبة من « من عناصر 
7 وهکذا نکتب: 
ر( , ۰۰۰ رو ررئق) = £ 

حيث تنتمي المقادير × إلى . ويمكن أن يكون التجه × إما متجه صف» ونشیر إليه 
اقاس ستنی له أو تجاه عموده وتک إليه باقواس مریعت هب رصع < 
وسنجد من الریح اا تن لج الف كمسقيةة 6 12 + يشي الس ای 
1 × ” . ومنه» وال الحد الذي یتعلق بالجمع والطرح أو الق نب اتا من ان 
التجهات تنصاع للقوانین الذکورة في الفقرة ۳. 


لنعتمر الآن 7 من التجهات دات ال ۸ بعدّا فوق الحقل 27. 


ا دی کت رو (Z11,‏ 5-9 € 


2n); )18.1(‏ و ۰ ۰ * و2202 و1 2) م XK‏ 


0 HE القن شن ااه‎ mM 5 5 0 5 5 5 له‎ 5 EG HEB EG 6 8 ات ا‎ FF FF 


قال ان هذه التجهات مرتبطة خطیا بالسبة 3214 إا وجدت 7 من 
العناصر 9 بر ,امن گت لت جميعها اصفارا: بحيث إل : 
(18.2) 0 = رب + ۰۰۰ + kıXı + kX,‏ 


5 
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وحيث (0 ,... ,0 ,0) = 0 هو التحه الصفر. وإذا لم توجد مثل هذه الجموعة من 
العناصر × . أي إذا كانت العلاقة (18.2) تتضمن کون 0 = )= ... = رم = ) 
فنقول عندئذ إن المتجهات ال 7 مستقلة خطيا . 


وعلى سبيل المثال,. ادا كان (3 ,1 - ,2) = ,× » (5 - ,7,3) = ,× 
و(19-,8,9) = و » فعندئذ 0 > ره + ر×2 - ,×3 ۰ وهذا يعني أن التجهات الثلاثة 
العطاء بمرکبات من حقل الاعداد النسبية. هي متجهات مر تبطة حطا وعل 
العکس فإن التجهات الشلاثة (1,0,0,0) > ,۷ » (0,1,0,0) = ,۷ و (0,0,1,0) = ۷ 
هي متجهات مستقلة خطيّاء ذلك لأن (0 ,)ر )) ,6,۷ + ,4,۷ + ۰۷ وهذا 
اجه الأخير هو التجه الصفر إذاء وفقط إذاء كان 0 - ,4 = رم = م 
تعریف 

ادا كان لدينا من کثبرات احدود :۰۰۰ « و[ و [بمتخر واحد أ وآکثر ویمعاملات 
من حمق ل#. » فیقال : إن کشرات ا حدود الل ور قبط میب بالشمة ل إدا كان يوجد 
#من عناص رت » ولنقل اعد دع لیست كلها اصفارا بحیث ان" 


kafa + ۰۰۰ + kafa = 0. )18.3(‏ + را 
و ادا / توحل مثل هله المجموعة من المقادير 6 1 نقول ان کثرات الحدود ال ۸ مستقلة 


ومن الواضح أن 7 من کشرات احدود تکون مستقله حط|ا ادا وفقط ادا 
كانت المتجهات ال ” التى تتألف مركباتها من معاملات كثيرات الحدود مستقلة خطًا. 
زغل سبیل الثال. فان الدوال الخطية العلات: 
,3 د 0 يردق > 1 


Sz + 9y — 19,‏ و/ 


نظرية الارتباط الخطى ۳ 
التى تشکل معاملاتها مرکبات التجهات ,× .رلا ,× أعلاهء هی دوال مرتبطة خطيًا. 
وبتفسيرها هندسيًا نقول: إن هذا يعنى أن الخطوط الثلاثة 0 - اه 0 - راء 0= راغير 
متوازية . أو إن خخطا واحدا يمر عير نقطة تقاطم REE‏ الآخرين . 

ونعرض الآن ونبرهن : 
نظرية (۱۸ -۱) 

ان مجلت ين العجهات ال سد کرت ,ديد جموصة ج من و عفن 
ا متجهات الرتبطة خطياء فان الجموعة بکاملها ا مؤلفة من 7 متجها تکون مرتبطة 


ولتسهیل الرموزه یمکنناء دون آية خسارة فى شمولية العاحة. الافتراض بان 
الجهات ۲ .... ,۷ ,۲ مرتبطة خطیا . ومنه یوجد دمن الاعداد ,۸,۰۰...۸ ,۷ لوست 
خا اتفارا: بحت ان : 
)18.3( ۰ = رین ۰۰۰ + kX, + kX,‏ 
ولکن هذه هي بدقة العادلة (18.2) بعد وضع آصفار لا هن دب , #. وهذا شت 
النظرية . 
تعريف 

نقول إنه يمكن التعبیر عن اجه ۲ كتركيب خطي في ا منجهات ,لل .... رل ,+ 
[دا کانت توجد عناصر چ ...مه برعي کک بحیث ان" 

۲ =e, + o, 1۲ ۰۰۰ Fea: 


نظرية (۲۱۸) 
إذا كانت ”من التجهات مرتبطة خطياء فمن المکن دائيًا التعبير عن واحد ما 
منها کترکیب خطي في ا متجهات الباقية . 


ذلك لأنه ٤‏ (18.2) سابقا 3 وناعتار أن المقادير ۸ ليست هیعها أضغاراء نفكتثنا 
الافتراض بأن 0 ۸. وعندئذ يمكننا نقل الحد ,×۸ وقسمة الطرفين على ,2 لنجد : 
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(18.4) ری المت عل ينيجت 3 دج و6 سل 64۱ 1 E‏ + 04 ¬ اد 


5 سب‎ | 
TT FE 


نظرية (۱۸ - ۳) 

ذا كانت التجهات ,2 ,... ,2 ,2۲ مستقلة خطياء با الجموعة من 7 + بم 
من الشجهاته ر ري بيك ... ب ربق مرقبطة شا 
فعندئذ يمكن التعبير عن , , بر كتركيب نحطي في & .... 1 ,. 


توجد علاقة من الشكل : 

(18.5) 0 حت بج قري ل ام FF‏ ۰۰۰ لل ورن 
لا تكون جميع المقادير ۸ فيها أضشارًا. والان 0 , ,۰ ذلك لانه إا قان 
0 < , , ,6 فان القادیر حي رغ لیست جیعها امقاراء وبالاستناد ال 
(18.5) یمکن عندئذ الاستنتاج بأن ,× ,... ,۷ مرتبطة خطيا ما يناقض الفرض. 
وبا آن 0 ع فیمکتشا بنقل ,یر وقسمة الطرفین عل ... ۲ 
التعبير عن , ,بر کترکیب خطي في بر ... ,۷ 

۱ تدعی الصفوفة ۸۶ في (18.1) » التي تتألف صفوفها التتالية من مرکبات 
التجهات £ .... , ,¥ » مصفوفة النجهات . 


وبدلالة الفاهیم التى عرفناها لتونا نعرض ونبرهن : 
نظرية (۱۸ - )٤‏ 
الشرط اللازم والكافي لتکون ال :”من التجهات ,بن ,... , ,لا » وکل منها ذو « 
بعذّا مرتبطة حطیا هو أن تکون رتبة مصفوفة ا متجهات آصغر من :«. 


لرهان هذه النظرية یمکننا افتراض أن 7 > . ذلك لأنه إذا كان ۸ < ص 
فبدون التأثير في مسألة الاستقلال أو عدم الاستقلال اخطی. أو بدون تغيير رتبة 


ظرية الارتباط الختلي 1 
0 ره یربنق عد ب۸ 


لتفرض ولا أن التجهات ال « مرتبطة خطیا. فعندئذ وبالاستناد ال 
لنظرية (۱۸ - ۲) یمکن التعبیر عن أحدهاء ولنقل ,× » کترکیب خطي في التجهات 
الأخرى. بحیث تصبح علاقة من الشکل (18.4). لنطرح الآن من الصف : في 
الصفوفة ۸ جداء الصف الأول ب ءءء جداء الصف 1 -:ب _.©. جداء الصف 
1+ . إلخ ياك يف امو امبر تايا اط مي یی 
فقط. یا أن المصفوفة فا« فقط فمن الواضح أن رتبتها آفل من . 


وعلى العكس. لتكن رتبة 24 مساوية ل + < ”. فعندئذ تحوي ۸ على الأقل 
مصغرا واحدا فيه + من الصفوف وغير منعدم. في حين تنعدم كل المصغرات ذات 
Lia ENS‏ وبدون تغيير رتبة 24 » ودون التأثير في الاستقلال أو عدم 
الاستقلال الخطي للمتجهات. يمكنناء عند الضرورة. تغيير رتبة التجهات 
والرکبات ضمن كل عشيده بحیث اقم الصفوفة لر اة ۶ ۰۶ التي بساوي 
محذدها كمية 4 غير الصفر. في الزاوية العلیا الیسری من /۸. لنعتمم الآن التجهات 
ال ب ,... ,رد ,× الأولى وأيا من التجهات ال - 7 الباقيت ولنقل ,۷. ولنرمز ب ۸ 
لحدد الصفوفة الر بعة (1 + ) × (1 + م): 








۱ Fr 33 منك‎ Fir °" Tin 
۲ 3۳۴ 7 seal ess ا‎ 
MH = | وج با نات اون 1 جح تام و لد وه‎ )18.6( 


ودع نت نات 1 + ون عاج نك دزن 1و أ 


الي تتألف من الصفوف ال م الأول والصف : ومن الأعمدة ال 1+ الأول من 
لی . وأيضا لنرمز ب , , ,۸ ,... ,ر« للعوامل المرافقة لعناصر العمود 
1 + من ۸ . فمن الواضح آن 0 ۳۳ اا iu‏ النظرية (۱۱-۷): 


Tha عبط‎ sÛ, mmm )18.7( 
=1 
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ولدینا أيضا بالاستناد إلى النظرية (۸-۷) : 

2 kites معا‎ = A = 0 (18.8) 

إذا كان 1 + < ۰۸ لنرمز ب ,4 لمحدّد المصفوفة المربعة (1 + م) × (1 + التی 
تتطابق آعمدتبا ال م الاول س تلك الوجودة في ۸ ولکن عمودها الو ++ 


هو العمود ‏ ( ( > ؛ > 1 + ۲) من ۸ ايسا أن العوامل المرافقة فقة لعناصر العمود 


الأخير من بك هي» على وجه الدقة» الاعداد ,, ,۰۰ في (18.7) ؛ 
فسنجد عند نشر 4 وفقا للعمود الأخير: 

(18.9) :29 ده 2 ج م سے 2 Kish — Û‏ سل م 3 

ومن الواضح وفقا ل (18.7) و (18.8) » أن (18.9) تصح من أجل ۸,... ,1,2 < 
ومنه . 

aê )18.10(‏ ید ان عد دق 

وبالتالي» وبا أن 0 , ,م » فنستنتج أن اتات د اد مد 
تا وبالاستناد إلى النظرية (۱۸ - )١‏ نستنتج أن الجموعة × ر ,من :7 


من المتجهات هي جموعة مرتبطة خطیا وهو الطلوت . 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية الأكثر تحديدًا . 


نظرية (۱۸ - 0) 

لتکن کک ,2 متجهات ذات و فوق ا حقل”. . إذا كانت رتبة 
الصفوفة في (181) مي ۲ < بر٠‏ یوچا من بن العجهفات ال بو ء « 

من التجهات السعقلهة غ ٠‏ في حین یمکن التعبم عن التجهات 

ال م  -‏ الباقية كتركيب خطي | في التجهات ال ”تلك . 

ومثلها مثل المتجهات ال + الذکورة في النظريةء يمكن أ: خذ أي من 
التجهات الستقلة خطیا من ن بين المتجهات ال ۰ أى + من التجهات التي تكون 
رتبه مصفوفتها 7. 

ونحصل مباشرة على النتيجة التالية : 


نظرية الارتباط الخطى ۷ 
نتيحة (۱۸ -") 


تکون التجهات ,2 .... .2 #دذات: ال وعدا فوق لهك :. عل 
الدوام » مرتبطة حطیا إذا كان ۸ < :م. 


٩‏ - فضاءات التحهات | خطية 
لتكق اه باه ره متجهات ذات 7 بعدا فوق حقل2. . فتحقق هذه 
التجهات عندئذ الشر وط المذكورة في العادلات (3.5) ,... ,(3.1). لنفرض بالاضافة 
إلى ذلك أن هذه الجموعة 7 من التجهات تحقق الشر طین التالیین : 
(۱) إذا كان ,ینتمي إلى 7وکان » أي عنصر من » فعندئذ ينتمي ,ال 1 . 


(۲) زذا كان ,2 و2 أي متجهین من 7 فعندئذ يكون ,× + ,ا متجها من 
۲ . فیقال : إن مثل هذه الجموعة من المتجهات تشکل فضاء متجهات خطيا 
فو ق . ومن الواضح أن الجموعة المؤلفة من التجه صفر (0,... ,0,0) = 0 فقط 


نظرية ۱٩(‏ -۱) 
إدا كانت 4 55 ووه رار متجهات فو ف . 5 فان المجموعة ] المؤلفة من گل 
التراكيب الخطية ,کیره + ... + ول + ۰0,۲ حيث تتغير المقادير » فوق الحقل . 

ا ا یی 
تشک فضاء متجهات خطیا فوق7. . 


ذلك لانه ادا كان a‏ ۲ فعندئد یکود 2۲ (,ع6) یش 
تركينا خطیا فى ,2 ,... ,2 بمعاملات من . وبالاضافة إلى ذلك. إذا كان 
۷ - 2ینتمی إلى 7 فعندئذ ینتمی ۷( + )< = 2 + ۲ أیضا إلى 7 . 

ویقال إن سا التجهات Xx‏ ,6 توّد فضاء التجهات الخطى 5 


وسنهرهن الآن النظرية الهمة التالية : 
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نظرية )۲-۱٩(‏ 

کی ۳۳ ,× متجهات ذات «بُعدًا فوق حقل. 2ظ لوزي الفضاء 
التجهات راد عن هذه با ال :7 إذا كانت رتبة مصموفة هذه الّجهات M‏ 
مساوية ل ۲ فیوجد من بين التجهات × هذه من المتجهات الستقلة خطيّاء , 
يمكن التعبی وبصورة وحيدة» عن کل متجه في 7 کترکیب خطي في التجهات 
ال 7 هذه . 

قبل كل شيء نستنتج من النظرية (۱۸ - ۵) أنه توجد من بين ال :7 متجهًا من 
المتجهات المستقلة خطیا حیث 7 > « » وسنرمز لهذه التجهات د به بذع وجيف 
يمكن التعبیر عن أى من المتجهات ال - 7 الماقية (في حال وجودها) كتركيب خطي 
ی ارد وى ل وهکذا نکتب : 


بیع ل ... + 6 ج ویک 
(19.1) ات ب ESR‏ سيف أي ei‏ 


حيث العناصر ر» هي عناصر من گت . 
والآن یمکن کتابة أي متجه ۷ من على الشکل : 
تسم + ° EEX, FEA FF‏ ۰۰۰ رن Y=‏ 
وإذا بدّلنا في هذه العادلة الأخيرة كلا من ,رک .... ,, , ,× بعبارتها من (19.1) » نحصل 
على : 


(19.2) 4 و Y = kX, + BX, + ۰۰۰ 4 BEX,‏ 
حيثث 5 
)7 , ام وك ,1 = (j‏ | زر ل Kk;‏ = 6 
iar + 1‏ 
وفي حال وجود عبارة ثانية ل ۷ کترکیب خطي في ,× ,... ,,۷: 
RX, )19.3(‏ + ۰۰۰ + وی + و = Y‏ 


فح أن نحصل . ل طرح (19.3) من (19.2) على : 
(kk, — (2 = Û,‏ + ۰۰۰ ۲ و( وی — و + (k! — kX,‏ 
ومته ؛ وباعتبار أن ي اد اة عط ان تین 
() < "ی - ی , 0,۰۰۰ ع k'‏ = ایا 
أى أن رق ۰۰۰ ,1,92 < 4 =k‏ ۷ 


قح 
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وبالتالي فإن عبارة ۷ کترکیب خحطي في ,× ,... ,رلا ,هي عبارة وحيدة . وهو الطلوب . 


وسندعو شل هذه الجموعة من النجهات ,۲ ورد ,۲ ساسا لفضاء 
التجهات الخطى 7 . 
وأخخرا نيرهن : 
نظرية (۱۹ -۳۰) 
لیکن 7 فضاء متجهات خطيا فوق 2. متولدًا عن من التجهات 
...ر که ذوات الأبعاد ‏ والعرفة فوق2. . إذا كانت رتبة الصفوفة في (18.1) 
ند من التجهات ال ۰:۰ مساوية » فان أية مجموعة من (1 + ) من التجهات 
في 1 تکون مرتبطة خطیا. 
لبرهان هذه النظرية» لنرمز ب , , ,۷ ,..۰ ,را ,۷ لأى 1 + من المتجهات 
ف ۲ ۱ ولنرمز ب 8 . ۷۳ لصفوفة هذه الٌجهات . أى أن ۰ 
+1 
و1 


1 r, + [ 


هي المصفوفة التى يتألف صفها ال ¡ من مركبات المتجه ,۲.ولبرهان هذه النظرية, 
نقول : انه بالاستناد إلى النظرية (۱۸ - 4) یتوجب علینا فقط أن نرهن أن ل رتمة N‏ 
آقل من 1 + . 

لنرمز ب ۷ للمصفوفة بر ×(1 + 27) التي نحصل علیها بان نضم من متجهات 
الضف الأخخرى ا .. ...ل التي تشکل آساسا لفضاء ء التجهات 7 . ومن الواضح آن 
رتبة ۸۷ لا يمكن أن تتجاوز رتبة '18. 

وا ل اوا .بیان اک بن امن یاه ی 
خطي في ,× ,.. و [ذا طرحنا من کل من ال 1 +ع صقا الأولی ق 1۷ جداء 
أعداد مناسبة اب ال + الأخبرة نجعل الصفوف ال 1 + الأولى أصفارا . وهكذا 
نجد أن رتبة ۷۷ ۰ وبالتای ۸ » لا يمكن أن تتجاوز + . وهو الطلوب . 
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هو 


تعريف 

لتکن ,جات ذات م ا فوق حق 2 . ]ذا کانت رتبة مصفوفة 
ا متجهات ۸۶ في (18.1) هي + » فسندعو بُعد فضاء التجهات التولد عن ا منجهات 
رورت قا متو اقضاه جات هدا ب 1 , 


ونستنتج من هذا التعريف ومن النظريتين (۱۸ - )٤‏ و(۳۱۹) أن بعد فضاء 
متجهات خطي هو بالضبط أكبر عدد من المتجهات الستقلة خطيًا فى هذا الفضاء. 

ومن الواضح آن مجموعة كل التّجهات ذات البعد فوق حف ى تقل فضاء 
متجهات خطیا فوق7. . ویمکننا بسهولة إيجاد « من مثل هذه المتجهات الستقلة 
خطياء وعل سيل الشال نذکر التجهات ال « التالية : (0 ,....1,0) < ۷ 
(0,1:0,..,1) < ۰۷ (1 ,...,0,0)< لع حیث مجوي ۷ القدار 1 کمرکبته الآ 
وأصفارا من أجل الرکیات الأخری. وایضا التجهات س3 : الى كرون 
مرکباتهبا بحیث إن محدد الصفوفة في (18.6) مختلف عن الصفر» هي فا تلظ بة 
(۵-۱۸). مستقلة خطیا, فى حين تکون أي محموعة من (1 + :)من الّجهات» ووفقّا 
للطريقة نفسهاء مرتبطة خطیا . 


وهكذا نجد النظرية : 
نظرية ۱٩(‏ - 4) 

تشکل مجموعة کل التجهات ذات ال ہا فوق ها ی » فضاء ميات 
ت E‏ #. ويمكن أن نختار أية جموعة من 7 من التجهات المستقلة تحطيا 
...2 من بر كأساس هذا الفضاء . 


5 


تماري: 
زر تس 
لتکن الجموعات التالية من التجهات فوق حقل الأعداد امحقيقية . حذد أساسًا 
لفضاء التجهات الخطي المتولّد عن كل مجموعة . 


نظرية الارتباط الخطي ۷۱ 
LS )1, 2,3, 4(‏ ,0 ۲ (2- ,3 ,7 ,11 ,5-) 
)1 ,2 وه ,4( ۲( )3 ,0 ,1=( )3 ,6 E.‏ 42 7 
HH, 8 (-2, -3, 0( EBED‏ ,2 ) 
WD ) 1,4, 9, 10(‏ .يوه ,8 ) (1 ,2- ,3- ,0 ) 
TI 3F‏ يم CR‏ 
û, 0Û, 1 1) 26 ( 1 1 1, 1) ٤‏ ( 9 ۳ ۲ 
ی ,۰ ,3-) ۱ (1 ,0 ,احم وس (1 ,0 ,1- ,2۵ ) 
۱ الاب وش لاس (0 ,1 - ر1- ر[-) 
نس 2 الجموعات التالية معتبرة : کمتجهات. حدد تلك التی تشک فضاء 
متجهات خطيا وأوجد اساسا لكل ضا غيل ۰ 


۷ مجموعة كل الصفوفات 2×2 ۱ فوق حقل الاعداد الحقيقية . 
0 6 





0 0 0 
۸ مجموعة کل الصفوفات 3 × 3 مه 9 16 ۰ حيث ۵ 5و آعداد حقيقية . 
0 0 0 


4) مجموعة كل كثيرات الحدود من درجة أصغر أو تساوي 3 (في متغتر حقیقی + ) 
وبمعاملات حقيقية 
.۰ + يوم عل az + br‏ 
۰ مجموعة کل الدوال الخطية احقيقية بمتغترات حقيقية چ ي د 
az + by + ce + d.‏ 
)١‏ مجموعة كل كشثرات الحدود من النوع 


br + cy + 4‏ + (۷ + ده 





. 2 ۱ 
المعادلات الخطيسة 


۰- مقدمة 
لنعتر نظاما من من العادلات الخطية فى التغترات (التحولات) , اردع ورگ و ۳ 
ب = متیر + ۰۰۰ ۲ رتور 
20.1( .وو ایا ق 
F a, = E‏ ۰۰۰ عل a‏ 
عيش إن القادیر په و ,غي عناصع معروقة من سقل ماک , :وإذا رمزنا ب ل“ 
مب العاملات 7 × 77 وب × و6 لمصفوفتين کل منیا بعمود لعل أو متجهى 
د» فیمکن کتابة العادلة (20.1) بلغة الصفوفات كا یل : 


(20.2) - كم 
حيث 
Cin‏ 112 
(20.3) 
E‏ از اتك 22 





اميق E. ae‏ 
ولسهوله الکتابة سنرمز جه العمود أو المصفوفة 1 5 (20.3) بالرمز 

ل او ور 2-5 » حيث تشر الأقواس المربعة لتجه العمود . ر 2۳ هو عندئذ ۳3 
الصف ( ,× ,... ,× ,,×) » ونشير له بأقواس مستديرة. > ومسالتنا هي أن نحدد الشروط 
اللازمة لب ۳ للمصفوفتين ۸ و1 لكي يكون ممكنا وجود ديات کی 


۷۳ 


۷ مدغل ال نظرية العددات اقات 


21 .20( 1 و اعطاء م بط وی وه التجهات في حال وجود أن منها . . وسيصبح 

من الواضح خلال لمناقشة | نه قد لا یکون 5 العادلات في (20.1) أي حل على 
الإ طلاق . وقد یکون ها بالضبط حل واحد. أو قد یوجد آکثر من حل واحد. وفي مثل 
هذه الحال سیکون ها ما لا جاية له من الحلول. 


والطريقة المألوفة في حل العادلات (20.1) هي طريقة الحذف التتال 

للمجاهيل. وسنفرض أنه في معادلة واحدة على الأقل. مثا الأولى. يختلف معامل 
,«عن الصفر. (في الحالة المعاكسة سوف لا يحوي نظام المعادلات على مر 
الجاهیل) . وحل إحدى العادلات من أجل بد لاله ۰-۰۱1 Xs‏ روک ل ونعوض 
في العادلات الباقية» فنحذف ,×. ونظام العادلات الناتجة» والی لا تتحول إلى 
مطابقة. تحوى على الاکثر 1 - من الجاهیل . وبعدها نمضی في حذف الجاهیل 
الباقية واحذا تلو الاخر. ویمکن أن تقودنا عملة ادف إلى معادلة من الشكل 
» = 0 ۰ حيث 0 + . ومن الواضح أن هذه العلاقة مستحيلة, أي لا یوجد للنظام 

(20.1) حل في هذه الحالة . وفيا عدا ذلك ننتهي إلى معادلة من الشکل : 
(20.4) 2 2 ا مه = شرا له ۰۰۰ + ورن 

أو إلى معادلتین أو آکثر من هذا النوع بحیث لا يوجد ب بين أ ائنتین منبا حهول 
مشترك» وف كل منها 6 واحدة على الأقل تختلف عن الصفر. إذا كانت ۵,0 ۰ ننقل 
إلى الطرف الأيمن في (20.4) الحدود التى تحوي ,*.... ,, , ,«دء ونخصص هذه الأخبرة 
قيا اختيارية من الحقل”. ونحل من أجل ب بصورة وحيدة. وعندئذ نقتفی أثر 
الخطوات التي احتوتها عملية الحذف ونحل على التتابع من أجل المتغيّرات التى خذفت 
حتى نجد أخرا مجموعة (,.... ,رد , *) تحقق (20.1). 


ونلاحظ أن الطريقة السابقة تستخدم فقط العمليات النسبية الأربع » ويتضح 
إذن أنه إذا كانت عناصر المصفوفتين ۸ و × من حقل2. . فإنه إذا كان للمعادلات 
(20.1) أي حل على الإطلاق» فسيكون هذا ال فيج . 


المعادلات الط ¥9 


۱ - مجموعة ” من العادلات ب « من المجاهيل ومحدد غير منعدم 
لنعتير آولا نظام :من العادلات ب من الجاهیل : 
(21.1) ,16 ع AX‏ 
حيث 4 مصفوفة مربعة ۸ × # غير شاذة. بضرب طرف (21.1) من الیسار 
ب 4. نظير 4 » نحصل على 


AE )21.2(‏ < 6 
وهذا الحل يحقق (21.1) بالاضافة إلى أنه الحل الوحيد. وبا أن عناصر الصف :من 
1- فرش : ام EE‏ 

Al’ ۸۱ * 1۳19 . هي‎ 


فیمکن کتابة (21.2) على الشکل : 


۱ 1 
(21.3) 20 , ی 7 ,1 5 (i‏ انيه 38 LL...‏ مدت سل رجا به) 1 = 1 


شکب الا ۵۸ < |۱۸ . با آن FOLA‏ + ;رر + ۵ » = ۵ فیتضح جلیا من النشر 
وفقا لعناصر العمود : أن العبارة بين قوسین ف الطرف الأيمن من (21.3) هی بالضبط 
محدد المصموفة الي نحصل عليها من 4 بعد وصع وم ی ,> بدلا 7 عمودها 
ان وإذا رمزنا ب ,4 لهذا المحدّد المذكور أخيرا فيمكن كتابة (21.3) على الشكل : 

4 


)21.4( .)7 <> يدا | خ- ) E‏ سب 


وتعرف هذه النتيجة كقاعدة کرامر ۱ ۲۵۳۵۵۳۲). 


نظرية (۲۱ -۱) 
لیکن النظام (21.1) من «من العادلات ا خطية في من الجاهیل» 
د .... ,ود برد » إذا كان حدّد العاملات 4۱| = ۵ تفا عن الصفر فیکون للنظام 


7 ا 


A. ۱‏ ۱ 
عندئد حل وحيد کہ = به » حيث ۸ هو محدد المصفوفة التي نحصل علیها من ۸ 
بوضع القادیر ۸ بدلا من العمود ن. 


.Gabriel Cramèr, (1704 - 1752) )*( 


2 مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 
- نظام 77 من المعادلاات الخطية في 2 من المجاهيل 
المصفوفة 4 ي (20.3) بمصفوفة المعاملاات. والمصفوفة )1 + m x (n‏ الق نحصل 
عليها بإضافة عمود القادیر ۸ إلى ۸ تدعى المصفوفة الموسعة ۸۸ . 
01 ۵ ۰۳۳ ۰ ۱۵ وكا 
Ka‏ ودلا ۰ هم ه ۱ دول 1د = f‏ 


an kK‏ الجاع د دلا الا 


واذا رمزنا ب ۷ .۷,۷,۰ لتجهات العمود ذات ال 7 بعذا باو في المصفوفة 
4 وب × للمتجه الذي يقع في العمود الأخير من 14 ؛ > فمن الواضح أنه یمکن کتابة 
نظام العادلات في (20.1) مستخدمین مصطلحات لتجهات كا یل : 

(22.2) ۰ = مت + °°° + ایند + ,۷ ونه 


وبالتالى فإن (22.2) ۰ وبالتالي (20.1) ۰ تمتلك حلا إذاء وفقط إذاء كان التجه × منتميًا 
شكل ری 


نظرية (۲۲ -۱) 

إذا كان لدینا النظام (20.1) من من العادلات ا خطية في « من الجاهیل» 
PS,‏ ومسي ع ٣هي‏ متجهات الأعمدة في مصفوفة العامللات أ في (3 0 فان 
الشرط اللازم والکاش لیکون موز العادلات قابلا للحل هو أن یکون جه اة 
الثابتة × واقكًا ضمن فضاء التجهات ا خطى التولد عن التجهات ۷. 


ويمكن صياغة شروط النظرية السابقة بطريقة أخرى . . رز ب رة مصفولة 
المعاملات 4 في (20.3). فبالاستناد إلى النظرية (۱۸ - ۵) تكون : بالضبط من التجهات 
۷ مستقلة خطیا في حين يمكن التعبير عن أى متجه من الفضاء ء الخطي 7 المتولد عن 
المّجهات ۷ کترکیب خطی فى هذه الّجهات . وإذا انتمی التجه ‏ عندئذ | ال 7 فلا 


نظم المعاد لذت الخطية ۷۷ 


یمکن. وفقا للنظرية (۱۸ - 64). أن تتجاوز رتبة 14 العدد + وبالتالي فهي تساوي 
+ ۱ 

وعلى العکس. إذا كانت رتبة ۸۸ مساوية ل ۳ أي مساوية لرتبة 4 » فمن 
النظرية ۱٩(‏ -۲) نجد أن المتجه ۸ يقع ضمن فضاء المتجهات ,1 التولد عن التجهات 
۷ وبالتای فان العادلة (22.2) قابلة للحل . وهکذا نجد النظریه التالية : 


نظرية (۲۲ -۲) 
قابلا للحل هو أن تکون رتبة مصفوفة العاملات مساوية لرتبة ا مصفوفة ا موسعة . 


وعندما تکون العادلات (20.1) قابلة للحل ‏ فقد تکون أفضل طريقة للحصول 
على جميع الحلول هو أن نبدأ كا يلي : لنفرض أن لمصفوفة العاملات وللمصفوفة الوسعة 
الرتبة م نفسها ولنعد كتابة المعادلات على الشكل : 


a 3 nla — | = 0,‏ = (2)در 


SK a Ka E‏ ها 8 ESSERE EEA GEES‏ اب 


(22.3) ۰ = ,6 = ولو a,‏ ۳ ° + 6257 = سر ی 0 


و ضهن هّن شه شه اقا اقا و چا و و وا 5 i‏ هن هه هه هاس ست N KSEE‏ 5 ۲ ذخ ۳ ۲ ۰ 9 


Û0;‏ = ما — aa ۲ ۰۰۰ + anî.‏ = (3)- ل 


حيث نفترض أنه يمكن تغيير ترتيب المعادلات عند الضر ورة بحيث تکون رتبة مصفوفة 
العاملات فى الدوال الم الأول م ,۶ ,/مساوية ل ج ونجد الآن من النظرية 
(۱۸ - ۵) أن الدوال الخطية ,/,... ,رز ,/مستقلة خطيًا. في حين یمکن التعببرعن كل 
من الدوال/ الباقية (في حال بقاء آي منها) کترکیب خطي ببسي ل وهکذا یکون : 
(2) ,ریت + ۰۰۰ + fitz) = cfi)‏ 


)22.4( 

.= 2 4 رل به عد أن 
ومن (22.4) نجد أن أي شوه a)‏ رها = × تحقق 0 ت زعا ريو 4 ع زا 
ستجعل 0 = ()/ أيضاء يد er1,‏ و مس خی ت الب الاول 


فقط بي (22.3) ونهمل العادلات الباقية کمعادلات لا تدم شیثا جديدًا. ولحل 


۷۸ مدخل إلى نظرية الحّدات والصفوفات 


العادلات ال الأولى في (22.3) ۰ نحتفظ في الطرف الأيسر ب من الجاهیل ولنقل 
× ,... ± » ومصفوفة معاملاعها غير شاذة» ثم ننقل جميع الحدود الباقية إلى الطرف 
لایمن . وفي حال وجود مجاهیل في الطرف الایمن نخصص ها قيا كيفيّة» ثم نحل من 
أجل الجاهیل 6 و دحا ودا كما لقاعدة كرامير .(Cramêr)‏ 


۳ - نظام العادلات الخطية التجانسة 
لنعتبر الآن نظام من العادلات الخطية التجانسة التي تنتج عن (20.1) عند 
وصم أصفار بدلا من المقادير 1 
,0 = يدري !ل °°° ait fF‏ 
(23.1) رأ = e‏ ۰ عل رو 
۰ << مرب | ° عل در 


ادا كانت )2( - ۸ هي مصفوفه العاملات ١‏ × 77 و1 مصفوفة من عمود واحد 
أو متجه عمود. فيمكن كتابة (23.1) بدلالة الصفوفات على الشکل : 
(23.2) 0 - ۸4 
وللمعادلة (23.2) حل واضح هو التجه الصفري وسندعو هذا الحل بالحل التافه 
ونتساءل الان تحت أية شروط توجد حلول آخری کا نسعی لتوفیر طرق لامجاد جمیم 
الحلول في حال وجودها . 

وقبل كل شيء نيرهن النظرية : 
نظرية (۲۳ -۱) 

تولف جموعة كل متجهات ا حل لنظام العادلات ا خطية التجانسة في (23.1) 
فضاء متجهات خطيا . 

ذلك لأنه ]13 کان متجها محقق (23.2) و ددا سلما فلدینا 

.0 = 6۸4 ع A(CX)‏ 
وفضلا عن ذلك إذا كان ۲ متجها انیا بحيث إن 0 - ۰۸۲ فعندئذ 
A(X+ ۲( - AX + ۸۲ < 0‏ وهو الطلوت اثباته 

وسندعو فضاء التجهات ۰7 فضاء الحلول لنظام العادلات (23.1). 


نظم العادللات الخطية ۷۹ 


واذا نظرنا إلى التجهات التى تحقق (2 3) كأعمدة فى مصفوفة 39 » فان بعد 
فضاء لول 1 هو بالضبط العدد الاعظمي للاعمدة الستقلة خطيا في ۲ ۽ اي الرتة 
العظمى التی یمکن أن تکون ل 2 » وإذا کانت رتبة ۸ هی ۰۳ قم النظرية 
(۲۰-۱۲) نجد أن هذا العدد الأعظمی هوم - و ۱ 


إذا كان 7 هو فضاء التجهات ال خطي الذي تشکل متجهاته حلولًا لنظام 
العادلات المتجانسة في (23.1) » فيدعى أي أساس 1 لفضاء ا حلول جموعة أساسية 
من ا حلول للنظام (23.0) 





ومن الواضح د آن أى - ۸ من افلول الستقلة خطيًا ل (1 3 تشکل اخ عة 
أساسية . واحدی طرق الحصول على مجموعة أساسية هي كما يلي : 

إذا كانت رتبة المصفوفة ۸ للنظام (23.1) هي ۲ » فان من العادلات ماما تكون 
مستقلة خطیا في حين تكون كل من المعادلات ال م - 7 الباقية تراكيب خطية فى هذه 
العادلات . نحتفظ ب من العادلات الستقلة خطیا وهمل الباقی » إذا كانت هناك أية 
معادلات باقية . وفي العادلات ال التي احتفظنا بهاء نترك على الیسار حدودًا تحوي , 
من المجاهيل» محدد معاملاتها يختلف عن الصفرء ونتقل الحدود التي حوي الجاهیل 
الباقية إلى الیمین. واذا کانت المتشيرات فد رقمت بنحيث إن عحدد معاملات 


: ختلف عن الصفر. فإن العادلاات تال الشکل‎ ×, eg 
0,۱۲۱ ۳ ° 9 r,t, = - ووو = °°° 7 ابص‎ 
2 حك ان‎ ۳» 0,1, = —=QrrriTrrl 7 °°° < رومنشلومطا‎ )23.3( 


Cı | ای‎ i, 
ا‎ | 0. 
r1 ا فان‎ 








واذا کان #د فان الأطراف الیمنی من العادلات (23.3) تکون أصفارا وس 
خلال فاعدة کرام (0۲26۵۲)) نحصل على الحل الوحيد (0 ,... ,0 ,0). ومن أجل 


A‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


۸ > ۲ تحصص للمجاهیل بر وه بد قينا قفية نم نحل بصوره وحيدة من أجل 


Xas oF,‏ ,2 بدلالة فيم رک و۰۰۰ و لك 6 وهكذا نکتب 


)271 تفت ۳ ۳ نوت ر‎ jT: 
23.4 
ابو‎ e f, o ED, ب‎ 


ادف ۷۹۱ 5 (ع وار (ععسن (ع-يم) 
3 جنگ و 1 5 1+ وله و و > هي ,2 


وإذا كانت القيم المخصصة على الخال ل ×.,...,. دبحیث إن المحدد 
1 و 1 4 
و ge‏ روط 





يختلف عن الصفر. ومثل هذا الاختیار هو بوضوح مکن. ويي عدید من الطرق. 
فتکون الحلول ال ( -) فى (23.4) مستقلة خطياء وتشکل مجموعة الحلول مجموعة 
أساسية من الحلول ل (23.1) أو أساسًا لفضاء الحلول 7 . 
۰ ومنه نجد النظرية : 
نظرية (۲۳ -۲) 

لیکن نظامًا من :”من العادلات ا خطية التجانسة في من الجاهیل» ولنفرض 
أن رتبة مصفوفة العاملات هي + . إذا كان «  -‏ فان نظام العادلات يمتلك 
فقط ا حل التافه (0 ,... ,0 ,0). وإذا كان م > م فنستطيع دات إيجاد + - ۶ من ا حلول 
ا مستقلة حطيا بحيث يمكن التعبير عن كل حل للنظام كتركيب خطي في هذه ا حلول . 


ويمكننا الآن أن نعرض مباشرة النتائج التالية : 
نتيجة (۲۳ - ۳) 

یکون لنظام من :من العادلات ا خطية التجانسة في «من الجاهیل حل غير 
ا حل التافه (0 ,... ,0 ,0) إذاء وفقط إذاء كانت رتبة مصفوفة العاملات أقل من 7. 
وبالتالي فإن نظامًا کهذا من العادلات یمتلك دات حلا غير ا حل التافه إذا كانت 


. ۸۶۱ > 7 


نظم امعادلاات الخطية ١م‏ 


نتيحة (۲۳ - ۶) 
يكون لنظام ”من العادلات ا خطية التجانسة في من الجاهیل حل آخر غير 
ا حل (0 ,... ,0 ,0) إذاء وفقط إذاء كان حدّد العاملات منعدما . 


والحالة الخاصة ذات الأهمية هى تلك التى يكون لدينا فيها نظام من (1 - ) 
من العادلات الستقلة حط . ورنه 4 المصفوفة لول هي [ - n‏ . ونبرهن في هذه ا حالة 


النظر یه التالیه : 


نظرية (۲۳ - 

لیکن نظام من 1 - «من العادلات القطية التجانسة في :من الجاهیل» 
ورنسه مصموفتها 1 هي 1 - پم, إذا رمزناب ۸ لحدد المصفوفة المربعة 
)١ - 1( × ) - 1(‏ التى نحصل علیها من ۸ بعد حذف العمود ز. فیکون کل حل 


(Aı, قو رو ب‎ ,)(-D(' "A;, 5 5 )-1(" A. 


لرهان هذه النظرية نلاحظ 9 أنه بالاستناد إلى النظرية (۲۳ - ۲) یکون 
للنظام حل واحد فقط مستقل خطيّاء | ي أن جميع الحلول تکون متناسبة مع حل واحد 
غير تافه . لنعتير الآن المصفوفة المربعة , 2 التي تكون فيها فيها المقادير 2 كيفية 


۱ وبا تست و - ما 11 - ملا 


35 9 | أن 1۳*۱۵ -) = ۰ ولدینا 


.)1 ددا 7 E‏ 2 ,۱ ج 1( 0 ج اع 2 5-5 أ 6۵ رك 


AY‏ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


وهذا يعني أن المتجه العطی في النظرية هو في الواقع حل . وفضلاً عن ذلك فان 
المقادير ۸ ليست حيعها أصفارا طالما أن رتبة الصفوفة 4 هى 1 - 7. وهو الطلوب . 


تمارين 


لتكن النظم التالية من المعادلات الخطية . حدّد في كل حالة ما إذا كان للنظاء 
حل أم لاء وإذا كان الأمر كذلك فاحسب الحل الأكثر شمولية . 


4- = دوخ 2y‏ ل بن 


١ 
لو رو‎ + I= 48 

4س = ین - 20 z+‏ 

5z - 8y + 132 = 24 

و ح 42 ا يوق ۲ ar,‏ + ,ند 
a= 2 (۵‏ + و22 + 4r, + 3x,‏ 


0 ع يه ۲ وج حل وله حل رت 
2 - = 614 + و51 + ar, + 4r,‏ 
kı‏ = 24 عل و22 + ود — 22 
۷( و6 = 2r,‏ + وتيك + ود - ,22 
ون[ = .2 ¬ ولك ¬ وه سا —T‏ 
و = ,21 + 22 + رمن — و2 


2y - 32 = -4 /(3‏ ل ور 
8 = يك ل رز - ج4 
4y — 52 = 4‏ + 1127 

4 - = ج3 - 92 ل بن 

4( 65 < 22 + ون - ول 
12- = 52 - 3 ل مرو 


42, + az, + 2x پل عل‎ = 
RFE RHE gE gS 83 


| 
م 
ر 
لے 


1 ح عا دين + د 
۸( م = عم + by‏ + يون 
م = چٹ + "نط + az‏ 


ل 
أخطة التجانسة. 


0 = هق - 27 + بد 
2z + 4 - 32 = 0 5‏ 


21 - ويج ل و22 + وين‎ = Û0 
27 — ید‎ + 4r, + ويدك‎ = 0 
2:1 عد وده کج ون عل یله عل‎ 0 ۱ 
ريدق‎ — dz, + 7z, + 44 = 0 


۲ + 2z, + 32, + م42‎ = | 

42 + 3z, + حل و22‎ 7, = Û مه‎ 
z+ وته‎ + 2 + 7 = Û0 
z+ 2y - 2 = 0 

Ar — qy + 22 = 0 


3 - 3y + و5‎ = 0 (1۲ 


AT 


نظم العادلات الخطية 


۱ حدّد جموعتین آساسیتین من الحلول لكل من النظم التالية من العادلات 
تة التجانسة. 


zı 1 2z, + 32; + 41, = 0‏ 0 = 3 اج ل 2 ل ند 
ولع 0 = مد + وه عل ZZ‏ له 6w =0 (f‏ سب برك ل ربك ل 22 
0 = 514 + وتان + Za‏ ل وين - 0 = Jw‏ ع8 ل 6y‏ + يدق 


0 = س12 - :4 + ربق + 4r‏ 





]الها ولج 
المميسزة لصفوفة 


6- تحویلات خطية متحانمة 
لنعتبر مجموعة كل التجهات ( وی ی ]ات ال بعدّا فوی حقل۴. 1 أى 

متجهات تکون |حداثیاها و مرکباها عناصر ھر . الف سل هذه سيب 

من التجهات فضاء میچ ات ایا 2 ذا # ییا . ويمكن أ خذ آأي من 
المتجهات الستقلة خطیا من :ا لتکون اساسا ,1 وغل سبیل الثال نذکر التجهات 
CED‏ (۵,1 ,۰ :0:0) پا O, Lira oo‏ ع ولا (1:0,۰.,0) ع لا 
وبالنسبة لهذا الأساس یمکن كتابة التجه (,( ,... ,رد ,) على الشكل : 

Y = رز‎ yU, = yU + وتاول‎ + ۰۰۰ ٩ ب لآءلا‎ 


ر هي عناصر من #. محددة بصورة وحبده . وفضاه عن ذلك فان 
التجهات ۰ 


59 2 dj U, = (Qu, 2, °°° ر‎ in), 
,لا 3 = و۷‎ = (a1, e 6 رلدوة‎ )24.2( 


8 ال الا ال i FF EF E FEF EFE‏ ا ل ا © E‏ الي ا سا لاض اد ص ص EB REEF‏ ا لس FEF‏ ص اس 


Va ۳9 3 ES ۳ û n3) روم و ات‎ J 


پت ره عناصر من #. اختيرت بحيث إن المحدد »| = 4| بحتلف عن الصفر 

وهي تشکل آساسا ل ,7 . ويمكن كتابة أي متجه × من ,1 بصورة وحيدة على الشکل : 
EF,‏ اس ۲ 

وتدعی الرکبات (,2 ,... ج ,2) إحدائيات × بالنسبة لأساف ۷. 


Ao 


۸٦‏ مدخل إلى نظر یه الحددات والصفوفات 


سح ا التحه مأ له جموعه من ن الا حدائیات بالنسية بة لاساس معین. 


كيفى ۳-۹۳ e?‏ »2 بال 2 5 5 . Uy,‏ اس ا بو 5 ۱ 
وبالتسية للاساس ۰۷ آی بالنسية اہ وا ,۷ هی اسرد چ ا بحیث یمکن 
كتابة 
(24.3) كر = FU;‏ 2 = 

فب| أن التجهات ۷ ,... ,,۷ Te‏ 1 فیمکن التي عد 
کل متجه «U‏ وبصوره و حبده ‏ کترکیب خطی فیها . أ 
eV lel #4 0. (24.4)‏ ۳ 3 


وبتبديل هذه العبارة الأخيرة فى (24.3) نجد : 
CF) Fe:‏ 2( 3 ب ۰ ر2 2 ر2 حت ,2,۲ رخ 

وبالتالی» وبما أن التجهات ,۷ مستقلة خطیا فلدینا: 
fe #0. (24.5)‏ ور ,1=( Jem‏ = 

ويمكن إذن عرص النظرية التالية : 
نظرية (۱۲۶) 

ادا كان جه کیفی + في فضاء التجهات الشطي ذي ١‏ ال :7 بعدا 1 
والعرف فوق حقلل 3 » الاحدائیات (بد .... ,رد ,,ة) بالسبة للأساس 7 ۰ 
والاحدائیات (ب2 ,... 2 4 بالنسبه للاساس 7۶ > كا في (24.2) » فان جموعتی 
الا حدائیات ترتبطان بعلاقة فرب متحادسة من النوع (24.5) حيث .> هي عناصر من 
2 و ۶0 إرت| » وعلى العکس . یمکن دائ تفسير معادلات من الشکل (24.5) کشکل 
انتقای من آساس ل ,إلى اخرء بحیث يرتبط الأساسان بعلاقة من الشکل (24.4). 

یمکن تفسم العادلات (24.5) بطريقة آحری. فبدلا من اعتبار الجموعتین 
ل و... ور 8) و (,2 .... ورت 2) کمجموعتین من الا حدائیات [لمتجه نقسه بال 


(#) للمتجه الصفري الاحدائیات نفسها (0,0,...,0) بالنسبة لاي أساس . 


المعادلة المميزة لمصفوفة AY‏ 


لأساسين مختلفین یمکن اعتبارهما إحداثيات اتجهين متمیزین بالسبة للأساس نفسه . 
ونکتب (24.5) كمعادلة مصفوفات : 
(24.6) رم < 2 


حیث 2 و ۲ هما متجها عمود ونقول إن التجه × قد حول إل امه 2 بوساطة 
التحویل التجانس الخطى الذي تُمثله الصفوفة ©. وإذا كانت © غير شاذة» نقول 
إن التحويل (24.6) غير شاذ. وبالنسبة لأساس ثابت» تكون مصفوفة التحويل © 
وحيدة. وعلى العكس تحدد المصفوفة © التحويل بصورة وحيدة . أما إذا كانت المصفوفة 
© شادة فنقول إن التحويل شاذ. 


لنفرض أنه تحت تحويل مصفوفة © في (24.6) تم تحويل التجه × إلى المنجه 
24 ولنفرض أنه تحت تحویل مصفوفة 0 تم حویل لمتجه 2 إلى المتجه ۷ 


e )24.7(‏ 
فإذا عوضنا من (24.6) في (24.7) نحصل على : 
DZ = DCX. (248)‏ = ۲ 


وندعو (24.8) جداء التحويلين (24.6) و (24.7). وإذا كان كل من التحويلين الأخيرين 
غبر شاد فان جداءهما غير شاذ. ومنه نجد النظرية : 


نظرية (۲ -۲) 

إذا حول اجه × ال التجه 2 تحت التحویل التجانس ا خطي للمصفوفة 
=F aE‏ وحولالتجه 2 إلى التجه ۲ نحت التحویل 22 =۲ للمصفوفة 2 ء 
فيمكن تحويل التجه 2 مباشرة إلى التجه ۲ بوساطة مصفوفة التحويل 6. 


نتیحه ۲٤(‏ - ۳) 
لقع ۴ 2 ١‏ 
فك تشكنا . سلا حويلين خطيين يكون ا جداء متصفا بخاصة الدمج . 
وهذا نتيجة مباشرة لحقيقة أن جداء المصفوفات يتصف بخاصة الدمج . 


AA‏ مدخل إلى نظریه المحدّدات والصفوفات 


إذا كانت المصفوفة © في التحویل (24.6) غير شاذة. فان التحويل (24.7) مع 
aC‏ 
U7 )24.9(‏ = ۳ 
هو التحویل العاکس ل (24.6). وق هذه الحالة تعطي العلاقة (24.8) . × =۲ » 
أي أنه كا ینقل التحویل (24.6) × إلى 7 » ینقل التحویل (24.9) 2 إلى . 


6 - تغيير الأساس 

ليكن التحويل الخطي 
Y = AK. )25.1(‏ 
بالنسبة لاساس معطی لفضاء المتجهات الخطي ,7 . 

ادا غمرنا الأن أساس فضاء المتجهات ؛ فلا تعود الإحدائيات EE, e‏ 
للمتجه × هي الاحدائیات (,× .... ,ید ,ت) التي كانت له بالنسبة للاساس الأصلي. 
ومن النظرية ۲٤(‏ - ۱) توجد مصفوفه غير شادة © بحیث إن 2 = ۸ » وبصورة 
مشامة 0۲ = ۲. وبتعویض هذه العبارة في (25.1) نحصل على : 

CF = ACF, 


و مهك 


(25.2) 0۳۰ = ۲۶ 
ویمکن النظر إلى (25.1) و (25.2) بطریقتین : ( ١‏ ) کتمثیل للتحویل نفسه ولکنه 
اعيد إلى هیکلی إسناد محتلفین. (ب) كتمثيل لتحویلین مختلفين یعودان إلى هیکل 
الإسناد نفسه . ومن وجهة النظر الأولى يبدو أن الخواص المندسية للتحویلین متطابقة . 
ومن وجهة النظر الأخيرة. يقال: إن التحويلين الأخيرين» وبالتالي مصفروفتيهما. 

مت‌ائلتان : وتدعى المصفوفة »671۸ غالبا تحويل** 4 بوساطة 6. 


ه المتجه ( .... ,× ,> هنا لا يعنى مرافق المتجه × في حقل الأعداد المركبةء ولكنه يعنى فقط 
متجها له مجموعة مختلفة من المركبات من الحقل ى . 
. * * وبتحديد أكثر تحويل الکونترجرادیانت لتمييزه عن تحويل الكوجراديانت »۸ الذي سنقدمه فيا 


المعادلة المميزة لمصفوفة ۸۹ 


5 - التجهات اللامتغيرة تحت تحويل خطى 

لیکن 476 = ۷ تحويلا خطيًا بمصفوفة ۸ تقع عناصرها في حقل 7 ل 
عتضرافء 37 أومن حقل موسع 271.2 . و إذا كان × عندئذ متجها فى #.بحيث إن : 
(26.1) يز اح 4۳ 
فسنقول إن × متجه لا متغير تحت التحويل 4. 

وإذا كان .هو حقل الأعداد الحقيقية و 4 مصفوفة 2 × 2 أو 3 × 3 » فان 
“سپ لا وعكسه وذلك وفقًا لما إذا كان 0 < 2 أو 0 > .۰۸ وطول ۸4 هو 

۸ب ۷ . وهكذا ةا E‏ فقط إذا كان 1= ۸ » 
د = .AX‏ وعلى أ ی حال. فاننا سنسمي × متجها لا متغيرا حتی لو كان 
1 + ۸ شر يطة أن مق (26.1). 


على الشكل : 


(26.2) 0 حا عو مله برو نك چ +- نو( -- ويم 


dı حك‎ (ay — بل ... لك + ونذ(۸‎ danîn = Û, 


نع نه #م ©« 
ا ا ACS‏ سلا ل سو Si‏ 


aî F nata + ۰۰۰ + (a, — ((2, 0 

ومصفوفة هذا النظام من المعادلات هی ۸7 - . ولمذا النظام من 
العادلات داتعا ال العافه (0 .... ,0 ,0) ما يعنى أن المتجه صفر هو دالا متجه 
لا متغير. ولکي یکون مکنا امجاد ات نالا : وحقق (26.2) » فمن اللازم 
والکافی. وفقا للنتيجة (۲۳ - )٤‏ أن نختار ۸ بحیث ینعدم 2 - 4| . وبتأمل 
الحد الموافق للقطر يتضح أن مفكوك الحدد يحوى الحد (۸ -) ولکنه لا يحوي أي 
قوة أعلى فى ۸ بحيث إن 27 - 4| هو كثيرة حدود (0 f‏ من الدرجة . 
ونحصل على الحد الثابت» أي الحد الذي لا يحوي ۸ بوضع 0 = ۸ في |21 - ۰۸ 

أي أن الحد الثابت يساوي |4| . ومنه 


** هنا |۸| تمثل القيمة المطلقة 21 


۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


dı - A (ı2 in 
IN) = |۸4 - | = | ریت‎ Qa — ۸ ۰۰۰ مو0‎ )26.3( 
al وجلا‎ an > ۸ 


= )-(( + ... + ۰ 

لیکن » جذرا للمعادلة 0 Fm‏ أو في حقل 2 يحتوى | الحقل 22. . ادا 
عوضنا ,» بدلا من ۸ في نظام العادلات (26.2) فان حدد النظام ينعدم مما 
آن رت ةه ا لصف وفء ۰1 - ۸ أصغر أو تساوي 1 - 7 وإذا كانت رتبة شنا 
ی ل + فیوجد تماما - من الحلول الستقلة خطيًا لنظاء المعادلاات . 

ي آننا نحصل في مقابل الجذر به للمعادلة 0 = (3)/ على فضاء متجهات خطي ذي 
م - 0 بعدّا. وکل متجه × من هذا الفضاء يحقق العادلة ×,» = ۸ وهو لذلك 
ف ل متغير للتحویل الوافق للجذر ,. وادا کانت به .... يعني احذور 
الختلفه للمعادلة 0 = (0)/ » ففي مقابل كل جذر ,» نحصل بالطريقة المشار إليها على 
متجه لا متغبّر واحد, على الأقل . 


2- 4 2 
توضیح : إذا كان | 2- 2 4 |= 4 . فأوجد المتجهات اللامتغرة 
1 - 2-2 
للتحویل ۸۸ = ۷. 
حل : المعادلة 0= |1 - 4| = ()]هنا هي 
| اس 4 - 2 
(26.4) وس سوق 2 اسان 


از - لت 2 و 
,0 = 28 + 24 + 3° د13 ده 
وجذورها 2 - . 2 - . و7. إذا آخذنا 2 - = » نجد أن رتبة المصفوفة 
آنا ¥ 4 
(26.5) 9۵- 4 4 |= 297 ل ۸ = ره - 4 
تاه ام 


المعادلة المميزة لمصفوفة ۹1 


هى الواحد . ولإيجاد متجهات لا متغيرة (× ,را ,,) = × موافقة للجذر 2 - . علينا 
حل المعادلة الوحيدة : 
(26.6( .0 = ونه + 2z‏ سس 2z,‏ 
ولدینا ادن فضاء متجهات خطي ,]ذو بعدین وکل متجه منه هو متجه لا متغير 
يحقق العادلة ×2 - = ×4. ولامجاد استاس ,۲ نجد حلین مستقلین ل (26.6) ۱ 
مثلا (2 ,0 ,1) و (2 ,1 ,0(. 

وأي متّجه من الفضاء الخطي التولد عن هذين المتجهين هو متجه لا متغیر 
موافق للجذر 2-. ۱ 

وبطريقة مشامبة إذا استخدمنا الحذر 7 = ١‏ للمعادلة 0 = (0)/ » في (26.4) 
نحصل على المتجه اللامتغير الوحيد (1 - ,2 ,2) الذي يحقق العادلة ×7 = ۸. 


۷ _ المعادلة المميزة لصفو فة 
لتکن ۸ مصفوفة مربعة بعناصر من حقل27. ۱ إ5 کان ۸ عددّا سلمیا يقير 
فوق ۰2 » فتدعی المصفوفة ۸1 - ۸ المصفوفة المميزة ل 4 ؛ ویدعی اة 
() = |1 ۸ - 4| الحدد المیز أو الدالة المیزة ل 4 . العادلة 0 = (۸)تدعی 
العادلة المميزة ل 4 > وجذور 0 = (0)/ تدعى الجذور المميزة أو الجذور الکامنة 
أو القيم المميزة ل 4. والمعادلة المميزة 0 = |1 ۸ - 4| لمصفوفة ۸ هي واحدة من أهم 
العادلات في الحر الحديث . 


ولإيجاد مفكوك الحدد ثم التعبير الناسب ل (۶0 نعيد كتابة المحدد على 


ıı -- ۸ CF; 4 سب‎ Û وزرا دواد‎ 0 
1( = ۱۸ - ۸7| = ,يم‎ - 0 ûl - ۸ ۰ dn — ÛÎ, الشکل‎ 


و سد EH E fH Ê a û‏ 9 = 8 ها ل نا 9 u‏ " كت ۵ ل ف ل يا اب اب 1 9 . 


Û a - 0 ۰۰۰ a - 7۸‏ - رمن 
ست شالف العمود ز من العمود ز من ۸ ناقصا العمود زمن ۸7. وبا أن كل عمود 
من المصفوفات تالف من عناصر تنائبه فيمكن التعبير عن المحاة كمجموع "2 من 
المحدّدات وأحدها ۳( - ) » يتألف من أعمدة 7 ۸ - فقط؛ واخر وهو |4 | يتألف 
من أعمدة ۸ فقط. فى حين يتألف كل من المحدّدات الباقية من ”من أعمدة 4 وه - , 


۹۲ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 
من أعمدة/۸- > (1 "...1.2 = )۰ حتارة بجميع الطرق الممكنة. 
لتک e.‏ اة نم من الأعداد :.....1.2 ولنعتم الد 
المؤلف من : الأعمدة پا ۰۰۰۰« «اهن 4 في حين آن الاأعمدة لد الاية هي بز 
7 : لتشم هذا لس ند بطريقة لابلقى ولا الأفسية رو ٠‏ بها أن 
العناصر ۸ - لا تقم اا ی القطر لرئیسی ‏ فان قيمة لحدد هي ا 
حيث ,۸ المصفوفة الس الأسناضة عن. ن © المواتبة بي تسیک سا با 
سل من 4۸ دوات الارقام E E‏ وادذ ee EAE‏ میا ما کل 
متوافقات الأعداد ۸ .... 2 .1 مأخوذ 7 منها في وقت واحد. فمن الواضح أن معامل 
۳ -)نفي نشر 21 - 4| هو ضع خت مر ,6 لمجموع كل المحددات المصغرة 
الأساسية ذات میا یا 

وهكذا نجد النظرية التالية : 
نظرية aN‏ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة ۶ × «عناصرها من حقل. . )دا رمزنا ب ,© لمجموع 
کل الخندات اضف الاساستة دای اله صفا من 4 فالدالة المميزة ل ۸ هي : 














(27.1) )من + ((-) = | - .| = IN)‏ 
|1| + عم 2:29 4 ° (۸- )ی + 
ی 
حيث 21 ره و |4 | = 0. 
توصیح : ادا کان وت إ4 و 
2 ۵ 4 |= 
فلدينا : اس اسه لاس 
ات TL OF‏ = 80 را دا ون 
۱ ه- ۵ | 2 2 4 2 
|24 - 4 0ن 4 2 6[ - 4 = ۳1 + عد و0 
[إك ا اه بت 2 4 


العادله المميزة لصقوفة ۹۳ 
ومنه 
8 ل (24 ل 3 + و = (] 
ونجد مباشرة النتيجة المهمة التالية : 
نتيحة (۲۷ - ۲) 
إذا كان 0 جذرًا میا مضاعفا «مرة لصفوفة مربعة 4 ۰ فان رتبة 4 لا يمك 
أن تکون آقل من ۷ - 2 . 


ذلك لانه إذا كانت رتیه 4 أصغر من ۷ - فسيكون دنا 
6 وبالتالي فإن '* ,یر ... + ")( = |4۸ = ()/ 
قابل للقسمة على '* "2 وهذا بدوره يعنى أن الصفر هو جذر مضاعف 1 + ١‏ مرة على 
الأقل. وقي بعض ال حالات يمكن أن تكون رتبة ۸ أكبر من ۶-۷ فمثلا إذا كان 
۶ ؟] =۸ . وهنا 2 -» . 2= في حين أن 1 -ء. 


() - 0 < ... < 6 = 
1 [ + ۷ - م بذ > ۲۱ 


نظرية (۲۷ - ۳) 
:| اة ۰ وم “اع ف وس و ۹ "9 
[دا کانت به ,... ,یه ,ره ا حذور ال مميزة لصفوفة مربعة 4 وکان ۸ عددا سلما 
فان ا جذور ا مميزة ل ۸ ۸ هي # - 6 0۸ 6 نا a, - 4 E aa:‏ . 


ذلك لأنه إذا كانت الدالة المميزة ل 4 هی : 
o, ~N‏ ۰ ( - وم( - يو ع ےچ ۳(-) 3 = |۸7 - ۸4| 
فعندئذ تكون الذالة المميزة ل ۸۱ - 4 هی : 


AREF al =A 37و نف بت‎ = Sa >» 
= (a — E — ی)((‎ — Kk — ۸) ... يم - پپی)‎ — N. ۰ 


وبا أن ۸ یکون جذرا میا ل ۸ مضاعفا « مرة إذاء وفقط إذاء كان 0 جذرا مميرًا 
ل ۸1 - ۸ مضاعفا ۷ مرق فنجد من النتيجة (۲۷ - ۲) : 


1 مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


نتيجة (۲۷ - 4) 
إذا كان ۸ جذرا میا مضاعفًا «مرة لصفوفة مربعة 4 » فلا يمكن أن تكون رتية 
المصفوفة ۸ - 4 أقل مين وح ور 


نبرهن أيضا : 
نظرية (۲۷ - 0) 
لقا کان ۸ عددا سلم فإن ا جذور المميزة ل 4:4 هى جداء + في ا جذور ال مميزة 


لك 4م. 


وهذا ينتج من -حقيقة أن كل محدّد مصغر ذی صفا من ۸ هو حداء 47 في 
المحدّد المصغر الموافق من 4. وهكذا نجد من النظرية (۲۷ - )١‏ أن الدّالة المميّرة ل ۸4 


هي 
AN) = [kA - ۸7۲۱ = > )-((۳ krea.‏ 


وبالاستناد إلى نتيجة معروفة جيدا في نظرية العادلات فإن جذور 0= (۸) ,هی 
جداء )یی جذور 0 = (۸). 


ویمکن إعطاء برهان بدیل كما يلي : 

من الواضح أن النظرية صحيحة إذا كان 0 = »۾ . ذلك لأن الجحذور المميزة 
للمصفوفة صفر جميعها أصفار. إذا كان 0+ ۲ فيمكن كتابة الدّالة المميّزة (مم)” ل ۲۸ 
عل الشکل اد - 4 "6 = ۸1۱ - ۰۱۸ وهی تنعدم إذاء وفقط إذاء كان د نا 
حيث ۸ هو جذر میز ل 4. 

لنتذکر من الفقرة ۲۵ أنه إذا كانت ۸ و ) مصفوفتین مربعتین ۸ × ۸» و6 غير 
شادة فیدعی ۸6" © = 8 التحویل (الکونتراجرادیانت) ل ۸ بوساطة ». ومن أجل 
التحویلات لدینا النظریتان التالیتان . 


نظرية (۲۷ -5) 
تتطابق الذالة ا مميزة ل 4 مع الدالة ا مميزة لأي نحويل من تحویلات 1.. 


۳۳۹ 


ذلك لأنه إذا كان »6۳1۸ = 8 فنجد من کون 1-17 6 62۶۸ 67*0 
أن © 0 - )۱ = ۸1 - 8. والآن لنأخذ محدّد الطرفين ملاحظین أن 
1 < [0| |6۷ (باعتبار آن دعا )إن فنجد: 

|B - AZ| = ۱0۱۱۸ - 0۱ )27.3(‏ 
ويلبغي أن یلاحظ الطالب أن الحددین ۱ €| و 4-1 في هذه المعادلة 
الأخبرة يتصفان بالابدالية باعتبارهما عددين ا ف حين لا تتصف المصفوفات 

بالضر ورة بخاصة الا بدال . 


نظرية (۲۷ - ۷) 
لتك 1۸6 = ۶ و ۲ منجها لا متغما ل 2 موافقا للجذر » . إذا کان 
۳ = ۲ فعندئل یکون ۲ متجها لا متغم ل 4 موافقا للجدر © نفسه . 


ذلك لأنه لدینا بالفرض ۲ = 87. ومن کون 8© = ۸6 نجد : 
۰ = (7ع)0 = 089۲ = AX = ACY‏ 
وهو المطلوب . 
۸ - الصفوفات القطرية 
ندعی مصفوفة مربعة ,۰۱ جمیع عناصرها غير الواقعة في القطر الرئيس أصفار 
بالصفوفة القطرية . 


شا الصفوفة الواحدية / والصفوفة صفر ها مصفوفتان قطريتان» وکذلك 





المصفوفتان : 0 0 3 
۱ ۱ 1[ 0 0 

وفي الغالب تمثل مصفوفة قطرية 0 عناصرها القطرية هي ,ره ...۰ .ره ,,» بالرمز 
n). )28.1(‏ : °°° رجن ره) D = diag‏ 


وهكذا نكتب (2,1 ,3) همنك = 4 و (0,1,0) من = . 


15 مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


نظرية (۲۸ -۱) 
ا جذور ال مميزة لصقوفه قطرية (,۵ ,... ,ره ,,») وه = 2 هى » على وجه الدفه ‏ 
العناصر ا موجودة في القطر. 


ذلك لأن الدالة المميزة ل 2 هي : 
Ea = cc = )28.2(‏ 
ولك مصفوفة قطرية داق « من المتجهات اللامتغمة الستقلة خطيًا. وف الحقيقة: 
من السهل التحقق من أن لمتجهات العمود ال 7 التالية : 
Eê RO]‏ یلید تلایا راز لا رل مره يقي a‏ 
خاصة أنه إذا كانت 2 هی الصفوفة القطرية في (28.1) فعندئذ : 
e )28.3(‏ ° ,2 ,1 = ؟) DU; = aU;‏ 


نظرية (۲۸ -۲) 

لأي مصفوفة ۸ » مشابهة لصفوفة قطرية» من التجهات اللامتغيرة 
رالذاتيةم الستقلة عطياء وق القيقة |ذا کانت ج مصضوفة قر شافة بحیث ان 
© .... .یه di2,‏ = ۳۱۸6 فان أعمدة © تکون متجهات لا متغيرة ل 4. 

برهان هذه النظرية نلاحظ آولا أن م = 2-146 . وثانيًا أن التجهات ,۰۷ أي 
أعمدة الصفوفة 1 . هی متجهات لا متغيرة ل 2..وبالاستناد إلى النظرية (۲۷ - 44 
تکون التجهات ,ا٥‏ , ای أعمدة الصفوفة 01 متجهات لا متغترة ل 4. وبا أن © 
غير شاذة فان هذه المتجهات ال ۸ هي بوضوح مستقلة خخطيًا . 


نظرية (۲۸ - ۳) 
8 سے ت 
إذا كان لصفوفة مربعة 4, » «من التجهات اللامتغيرة ا مستقلة خطيا فعندئذ 


تکون 4 مشاءبة لصفوفة قطرية . 


۹۷ 


المعاذلة المیزة لصفوفة 


لبرهان هذه النظریه دعنا تفرص أن م متلك 7 من 11 جهات ال له عط 


,... ,ر ,۳ الناشئة عن الحذور المميزة ,ره ,... ,ره ,»على الترتیب بحیث إن 
(28.4) ور °°° ,2ب ع 5 AA mag‏ 


لنختر هذه ال « من الّجهات ۲ کاعمدة لصفوفة غير شاذة © ووفقا ل (28.4) 
فان أعمدة الصفوفة »4 هي . على وجه الدقة, التجهات ,۲,ه.وفضلا عن ذلك. 
ادا كان (,04 ,... موه و( 1188 = 1 » فمن الواضح أن متجهات العمود للمصفوفة 
۵ هی أيضا 6 ». وبالتالى ٥2‏ = ©4 » وهذا يعنى أن 


5 ماس 
وننتج صحة هذه النظرية الأخيرة أيضا من حقيقة أنه إذا اخترنا المتجهات ال مع 
, .... ,27 ,7 کأساس لفضاء التجهات اخطي ]فان مرکبات اج ديات 


للاساس الجديد هي (0... OAK‏ ع الايد اللي 1ه N Ea Es‏ 
ولذلك فان متجهات لوحدة هه هي هات لا مدن الم ار AC‏ . وباتال 
فان هذه الصفوفة الأخيرة قطرية » کا ين بش الحسابات السهلة. 


وبدمج النظریتین الأخيرتين نجد : 


نظرية (۲۸ - ۶) 
تکون مصفوفة مربعة 4 و لصفوفة قطرية إذاء وفقط ادا كان ها 7 
من ليوات اللامتغية الستقلة ع كنا . 


کین مساقو ام ای ی پا ی با ها 
۳۹ مضاعفه ,ل ,... ,ر۷ ,۷ مرة على الترتيب (7 <رس2). با أن يا TV)‏ =( 
تفید بأن رتبة له - 4 لا یمکن أن تكون آقل من ,۰۷ - «. فنستنتج من النظریه 
۲۲-۵ أنه لا یمکن أن يوجد أكثر من ,من التجهات اللامتغيرة الستقلة 
سك خی والوافقة للجذر ب». ولذلك فانه إذا كانت ۸ مشابهة لصفوفة قطرية. 
وبالتالی ووفقا للنظرية (۲۸ - ۰)۲ الا »من المتجهات اللامتغيرة الستقلة خطيّاء 
فان رتبة آره - ۸ يجب أن تكون مساوية تماما لا eg‏ يلعا 


۹۸ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 

ترص عل . على العكس . أنه من أجل أى جذر مميز 4 مضاعف ,۷ مره 
تكون رتبة الفيفة لزه 4 هي = فنبين الآن أن للمصغوفة ۸ عدذا من 
المتجهات اللامتغرة الستقلة یا يساوي م . وبالتالي فإنها تكون. وفقّا للنظرية 
(۲۸ - ۳( مشاممة لمصفوفة ة 


لتكن التجهات سي 


متجهات لا متغيرة ل ۸ . والتجهات في الصف زهي ال ,من الجهات المستقلة 
سا الموافقة للجذر ,». لدينا هنا = ,2۷ من المتجهات. وکل ما نحتاج القيام به 
هو ااا e‏ ونقوم بيذ عن طريق الاستقراء . فلنلاحظ أولا أن 
لتجهات ,1 .... ,2 × هي بالفرض مستقلة خطيًا. ونفترض من أجل و > ؛ أن 
التجهات 

3 اب‎ N, مهو ی ی‎ OER 

مستقلة خطيًا ثم نبين أن الّجهات 

07 رت ل لقيو مسجو االو دای ع 

سعقلا ا 


.هم آ 5" ظ ۲ م ). ۳ 0 ظ 9 
لنفرض أنه توجد آعداد سلمية 60 ,... ٥, ..., ٥,‏ ,... , /© بحيث إن 


(28.8) عن ETT RI‏ ع جد عله و وا مداد اجاج 
0 رد سا E‏ 


د ارو ار وذ عسل و و ك ال أن 0 200 وح اي ی حیں 
a) 0‏ -به) = 2۳۳ [1( ¬ به) + (به - 4)] = × (۰ - ۸) نجد أن : 


مع يتك ۳ e‏ 6 ل . + و ررع](ريمه 6 (at‏ 
IS‏ واه عه عع o, al E TE‏ 


العادله المميزة لصغوفة ٩‏ ۵ 


ء. د 9 ۰ 5 ۸ 
وبا أن 0 + ,» - » من أجل ۲+ : وأن المتجهات فى (28.6) مستقلة خطيا بالفرض. 
فلدينا: 

(Û.‏ = ی ون = ا a‏ = ت a‏ ® 0م 


ومن (28.8) نستنتج عندئذ أن 
A, PEA, S0,‏ 
ومنه ) وطالما أن المتجهات المذكورة ٤‏ هذه المعادلة الأخيرة ا کخطیان سحل 
.0 = > ۰ عع وی 
وهذا يعنى أن العلاقة (28.8) تصح فقط إذا كانت جميع المقادير » أصفارا» أي أن 


ولدینا الآن النظرية : 


نظرية (۲۸ - ۵) 

لتكن ۸ مصفوفة مربعة « × « جذورها ا مميزة ج ,... ,ره ,,»مضاعفة 
.۷,۷,۰ علی الترتيب . فالشرط اللازم والكاقٍ لتکون 4 مشاة لصفوفة قطرية هو 
أن تکون رتبة الصفوفة /به - 4 هی ,۷ - «وذلك من أجل أي جذر به. 


نیت ان يرت ۰۸6 با في حال وجود ). 





1 - 2 |22 2 1 
3 ۱ < وش :1 98 1 ]۸*۰ 
1 4 0 ]س [سها 


حل 1 : معادلة ,4 المميزة هی : 
,0 = 1 - ۸+ + ةمح = |7< - ۸ 
وحدورها هی 1 = ی 1و1 . ويوافق الجذر الضاعف 1 الصفوفة 1 - ,4 ورتبتها الواحد» 
۰ = وه + وه + 7 


١٠٠‏ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


لنختر التجهین (1,0-,1)و(1- ,1,0). أما امحذر 1 - فتوافقه الصفوفة : 


2 2 0 
A, +I = 1 3 1‏ 
1 1- 1 
ورتيتها 2 ونحصل على اجه الوحید اللامتغير (۱ 7 واذا أخذ 
5 1 ۱ 
ر1- 0 1 | C=‏ 
1 1- 0 


فعندئد یکون (1 - ,1,1) هن = € های. 
1. العادلة المميزة ل ر4 هى 
,0 = 3 + 7 - 6 + تج = |۸1 - ول | 
وحذورها هی 13 1۰ ويوافق الحذر المضاعف 1 ا. لصفوفة : 


1 ات 1 
|2 2 2-13 - و۸4 
وخ 8 4 


ورتبتها 2. ومنه لا تکون ر4 مشامة لصفوفة قطرية. 


في الله اد 
الا = 4 مصفوفة مربعة عناصرها أعداد حقيقية أو مركبة ولیکن 
“ر حیث قق عل أنه من اجل !> زیکو ر ,6 ره . فسندعو مثل 
هذه الصفوفة بالدوار. ومن الواضح عندئد رین دص عل ما صف من ۸ 
بعد الأول بتبدیل عناصر الصف السابق بصورة دورانية في اتجاه اليمين وبحیث ینزاح 
کل عنصر موضعا واحذا . 


والدوار الاکثر شمولا من أجل 4 - ٣١‏ هو: 


العادلة المميزة لمصفوفة .۱ 


Cy (Fa 13‏ ولا 
ول ([41 ون ولا ۸ 
o 11 ۱‏ 3 و 


11 1 3 o 


ومن الواضح أن المصفوفة صفر والصفوفة المحايدة ۲ كلاهما دوار» وكذلك 
المصفوفة الربعة التى یتالف كل عنصر فیها من العدد ۶ نفسه . 


لیکن ,ه آحد الجذور النونية للواحد الصحیح (اي أن 1= ه » ...1,2,۰ <1) 
ولنعتهر المتجه ذي ال ۸ بعدًا 


(29.1) [((" وى ۰۰۰ روه ريس ,1) = Ta)‏ و ۰۰۰ (Zi, Fa,‏ 

۳ بر 12,۰۰۰ ع زا e‏ 
فلدینا عندئد 

asa (29.2)‏ > إن = امه ajay‏ رج 


( = 12 ۳۹ , 72). 


لنثبت : الآن ولنترك زتتغیر فوق القيم ,... ,1,2. والجموع الأخير في (29.2) هو عندئذ : 
(29.3) .° سین + ۰۰ aw,‏ + موه + awr‏ عل °°° + age‏ 

وبا أن , _, , ره = هوا = س فيمكن كتابة (29.3) على الشکل : 

dacs? °°° ریم‎ ° + aw F °°° + a °. 

وهذه العبارة الأخيرة» الى نرى أنها مستقلة عن : » سنرمز ها ب ,ه. وعندئذ تصبح 
العلاقة (29.2) من الشکل : 
a, = at; (i = 1,2, ۰۰۰ (۰ )29.4(‏ هه = djî;‏ م2 

ونستنتج من هذه العلاقة الأخرة آن کل من التجهات ال »یی (29.1) هو متجه 
لا عطي للدوار ۸ ر التجه (۱-" ه,... ,هه ونه ,1) عن اطذر ال ».وبا آن 
الصفوفة ۶ ۰ التی آعمدتها هي التجهات اللامتغيّرة (29.1) ۰ تمثل منقول مصفوفة 


1 مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 
فاندرموند  )۷۵۱۵6۳۳0۳0(‏ فان 2 غير شاذة وفقا للنظرية (۱۳ - ۱) . وهکذا نستنتح 
أن الدوار ۸ مشابه لصفوفة قطرية . 

ومنه نجد النظرية : 
نظرية ۲٩(‏ -۱) 

لتکن , - ,6 = (رم) = 4 دوارا مریعا ۸ × :7 عناصره أعداد حقيقية أو مركبة . إدا 
كانت (7 .... ,2 ,1 = ) ,ه هي القیم ال للجذر النوني للواحد. فان ا جذور الميزة 
ل 4 هی : 


= [ 

k "= [ 

ولنه - را سل نت سل hw,‏ ب ولا < وت :2 << ويل 
Û‏ د E‏ 


ويكون 4 مشاما للمصفوفة القطرية (,۵ ,... ,ره , ,به) و44. 


ولكن أكثر من ذلك» يتضح من الطريقة التي شکلنا فيها الصفوفة 7 » بحيث 
تکون ۴-1۸ قطرية, أن ۸ تعتمد عل ولكنها لا تعتمد عل الدوّار 4. ولدينا إذن 
النتيجة : 


نتيحة (۲۹ ۲) 


لتکن ... :© ,8 ,۸ مصفوفات دوّارة مربعة « × « عناصرها من ا حقل ا مركب . 
فتوجد مصفوفه غير شاذة ۳ » بحیث إن الصفوفات ۵ مورا صرع/ دمر 
. . كلها قطریة . 
ولدينا أيضا 
نتيجة (۳-۲۹) . 
ادا كانت 4 مصهوفة دوارة مربعة کی 


,۵ 2 عفان فیمه حدد 4 هي 


و ا ند ۰ .. عل (do 1 aw,‏ 8 س ۸ 
1 


حيث تتغير ,نه فوق جميع قيم ا جذر النوني للواحد الصحیح . 


المعادلة المميزة لصفوفة ١‏ ۱ 


ارين 
حدد ما إذا كانت أي من المصفوفات 4 التالية مشامبهة لصفوفات قطرية› 
واحسب © بحیث تکون 6-1۸46 قطرية وذلك فى حال وجود : 





1 -2 0 
(۲ 0 -1 0| 0 

1 1 2 

5 4 -2 
14 4 5  2[ ۳ 

2 2- و 

|11 1- 2 وھ تھ 8 
(٥‏ 1- 2 9 5 1 4 2 
1- 2 1 8 5 9 


(۷ 


1 1 1 n Û 0 
4= 1 1 ۳ B= ]0 0 0) 
1 1 1 0 Û 0 


2 


فبین أن ۸ و8 متشاببتان . وبحل معادلات خطية متجانسة معينة» أوجد مصفوفة 
حقيقية غير شاذة © بحيث يكون 8© = )۸ 


۱۰ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


4) لتکن ۸ مصفوفة مربعة ‏ × « عناصرها من حقل ۰7 . إذا كان ل ۸ جذر ميز 
يساوي الصفر ومضاعف ۷ مرت مرک سیلفستر (Sylvester)‏ الفراغية الخاصة 
بالمصفوفة 4 بأنها ۷ . وادا كانت رتسة ۸ هی 7 فيعرف سیلفستر (5۷۱۷6۹۱6۲) 
لصفرية الخاصة ب 4 على أنها م- م بين أن الصفرية الخاصة ب 4لا يمكن أن 
سور فراعیتها. وادا كانت ۸ مشامبة لصفوفة قطرية فان الصفرية تساوی 
الفر اغية 


۰( إذا كان » جذرا میا لصفوفة غير شاذة ۰۸ فعندئد ۱ هو حدر مميز ل ۸ .[44. 
Ek‏ بين أنه نه إذا كانت 4 دوارت فعندئد ام ۸و 4هي أيضًا دوارة 
۲( ۳ دوارین مربعین ۸ 8 يتصفان بخاصة الإبدال. 
1۳( لتکن (ره) = ۸ مصفوفة مربعة ۸ × ۸ بحیث إن 
| ) كل 0< 0 
6 کل 0 > , ca,‏ ع ز. 
ج) المجموع ,ه ب2 لعناصر أي صف أكير من الصفر. 
بین آن 0 ۶ |ها . 


- 


)١‏ بين أنه إذا كان » جذرًا بسيطا للمعادلة المیزة لصفوفة مر بعة 4 فعندئل تكون 
رتبه 1ه - ۸ هي 1 - ۸. وبالتالی بين | نه إذا كانت جذور المعادلة المميزة كلها 
متمیزة عن بعضها فإن الصفوفة ۸ تکون مشابهة لصفوفة قطرية . 


zy ام‎ 


و ا e‏ ۰ 
7 ۾ ي فبين بإجراء الضرب عملا أن 


2 ل) 






8 ا الست ۸ هي ال 


32 - ۾ + ي + تج < |4| . ومنه انت المطابقة 


(عه + لاه + )(ماه + روه + 2)2 + ون + ن) = ورين - "ع + شن + تن 
خث د شی حدر نک تکعیبی مرکب للواحد 5 


5 من أجل کل من الثلائیات التالية من المصفوفات ) ,8 ,4 آوجد في حال الامکان 


المعاذلة المميزة لصفم فة ۵ ۱۰ 


مصفوفة غير شاذة 7 . بحيث تکون ۳۴۳۱۸۳ ۳۳۱8۴ م10 5م . في الوقت 








2- 0 
B= |2 1 -2|,‏ 
3- 0 
2 4 و 
راو 3- 4- | 9 
7 12- 12- 
1- 2- 1 
|1 2 2 »۳ 
1- 1 1- 
8 28 ۲ 
إو يق لب 2 إن بير 5 0= 1 10 -- مت 


EE 
نس‎ 
| 
پخ‎ 
ا‎ 
نم‎ 
د‎ 
۱ 
نم‎ 
تب‎ 
| 
عه‎ 


9 مدخل إلى نظرية المحددات والصفوفات 





1 1- 2 
هه لے 
1- 0 4 

1 -1 1 


۱۷( سن و سای وتا > لا يكفي أن یکون ل ۸ و7 
لة المیزة نفسها . رارشاد: خذ / - 1 ) . 
Preterm" (1۸‏ = 6. ادا كان 0 هو جموع 
عناصر العمود ؛ من 4 و ,م مجموع عناصر الصف من 8 فبين أن مجموع كل 
عناصر ٤‏ هو 


مم 0 سٍ- 2+4 سإ وج 07 E f‏ + 011 


: من أجل كل من المصفوفتين‎ ٩ 


2 7 1[ 2 ل [1- 
1 2 1 = ۸4 , 11 ۲ =4 
0 كه وعدا 1 1- 1- 


حقق من العلاقة / = 4۶ مستخدمّا الاختبار المعطى في التمرين ١8‏ . 


۳۰( ل سي به جاده ينيك و جسن رق كل کج 
العدد شب ۲ب فين ا تبي وه تیا سرا يج ن النتيجة 





انعام 
ها ههه من ا لصفو قات 





۰ المصفوفات التناظرة. المصفوفات مائلة التناظر 
والمصفوفات ار ميشية 


تعریف 


يقال إن مصفوفة 4 متناظرة إذا كانت مساوية منقوفاء أي إذا كانت ۸۳ = 4 
أو ل(« ,... ,2 ,1 = ) ,۾ = ره.ویقال إن 4 مائلة التناظر إذا كانت مساوية خداء منقوها 
تس أي ' 4رد ح 4 ی أو .© - = ره پل < a,‏ لم یبد ود رق > ررم 


وعل سبيل المثال» المصفوفة صهر والمصفوفة المحايلة 7 . متناظرتان » وكذلك 
المصفوفتان 








1 0 
۹ ۱ 7 0 1 
و # 0 3 2 
بين) المصفوفتان 
1 0 5 
6 








مائلتا التناظر. 


۸ ۱۰ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


يقال إن المصفوفة 4 هرميشية |ذا كانت مساوية لرافق منقوفا . أي إذا كان 
4 < 4 أو ب < ره /8 ,... ,2 ,4 = / ). والمصفوفة اهرميشية الحقيقية هی مصفوفة 
متناظرة الا أن لصفوفات ۳7 (غير احقيقية) التناظرة لا یمکن أن تکون هرميشية . 


۶ 8 
ا FF‏ 4 و 


ا ا سو 


من الواضح أن المصفوفات المتناظرة أو مائلة التناظر أو امرميشية هی حكن 
اقات تة N OE‏ 
هي حًا أصفان في حين أن عناصر القطر الرئيس لصفوفة هرميشية هي حك 


ل یب 
wl 5-5 :‏ 5 


ونستنتج مباشرة النظريات التالية : 
نظرية (۳۰ -۱) 

إذا كانت 4 متناظرة (أو مائلة التناظر) و# اي عدد سلمي, فعندئذ تکون ۸4۾ 
متناظرة (أو مائلة التناظ . 

ذلك لانه إذا كان ,ره ± = ره فعندئذ یکون ره ± = ,10. 


نظرية (۲۳۰) 
إذا كانت 4 هرميشية و أي عدد حقيقي فان ۸۸ هرميشية أيضا. 
ذلك لانه إذا كان ,2 = بره‌وکان ۸ حقيقيًا فعندئذ (,0]) = ۸۵ = .۸a,‏ 


و اه ۳ ]| ۱۰ 
انواغ خاصه من ا لصف فات ۹ 


نظرية (۳۰ - ۳) 

لوا كانت 4 آي مصفوفتء مربعة وغاي عدد سلمی قف اقا کون 
(:4 + ۸)4 = ك متناظرة و ۸۱ - 4) + - 7 مائلة التناظر. 7 

ذلك لان 5 = (۸ + 'م)غع - 9 و 7 - = (م- 'م) + - "7 


نظرية (۳۰ - 4) 
إذا كانت 4 أي مصفوفة مربعة» حقيقية أو مركبة» وكان ۸ أي عدد حقيقي 
فعندئذ تكون ( 4 + 4) ۸ = 77 هرميشية . 


نظرية (۳۰ - ۵) 

إذا كانت 4 مصفوفة مربعة ۶۷ × « متناظرة (أو مائلة التناظر) وکانت ‏ أي 
مصفوفة 7 × ر » فعندئذ تكون 74۳ متناظرة رآو مائلة التناض وإذا كانت 4 هرميشية 
فعندئد تكون 212 هرميشية . 

ذلك لآنه إذا كان ۳۸۳ ع ۰8 فعندئذ 8 = ۳۸۰۴ = 8 أو 8 - وفقّا لا 


. و 
قا ۱ 
2 


إذا كان ۸ = '4 أو ۸ - . وأيضا إذا كان ۳۸۴ = €٤‏ و4 = 4ء فعندئذ © = *©, 


نتيجة (5-70) 
إدا كانت « آي مصفوفة 7 × :7 فان 2'2 متناظرة و ۶ هرميشية . 
وهذا ينتج من النظرية (۳۰- ه) بأخذ 7 < 4. 


نظرية (۳۰ - ۷) 
يمكن التعبرء بصورة وحيدة» عن كل مصفوفة مربعة ۸ کمجموع مصموفه 
متناظرة ك ومصفوفه مائلة التناظر 7 . 


٤‏ الحقيقة, إذا كانت 9+ سك - 5و (۸ - ونه[ ۶ فمن النظرية 
(۳-۳۰) نجد أن 5 متناظرة و7 مائلة التناظر» وفضلا عن ذلك» ۲ + 5 = 4. وعل 


11۹ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 
العكس 1 ادا كان 7 + 8 = 4ھ حت ذ مت متناطرة و7 مائلة سو ۳ 5 
S—T‏ =4 ۰ وبالتالي فان 47 + 1)4 = كو 4 -4 1= 


نظرية (۳۰ -۸) 

یمکن التعبير» بصورة وحيدة» عن أي مصفوفة مربعة 4 على الشکل 
0 + ۶ = 4 حيث إن الصفوفتین ۲ و هرميشيتان . 

في احقيقة. إذا أخذنا 


فق یر وة ۲ 5 
بسار - اا وه PSU FAY,‏ 


قن السهل أذ تین أن 2 و هرمیشیتان ‏ ومن الواضح أن P + i0‏ = 4. وترعن 
الوحدانية كما في النظرية السابقة. 


نظرية (۳۰ - )٩‏ 
الصفوفة القرينة لصفوفة متناظرة هي بدورها متناظرة . 


ذلك ده رد كان 1 ۷ 1۳ هذ - E‏ 1 حيث ۸ هي المصفوفة المصغرة 
ذات ال )1 موي التي نحصل عليها بحدذف الصف ¡ والعمود زر من 4 فلدينا 
“شا |# 1 -) = به حيث نحصل على ,1 بحذف الصف ز والعمود من 4 أو 
الصف : والعمود زمن '4. وبا أن 4 = 4 فاد ,14 = اوه = ريه . 


نظر #1 - ۱۰) 

لتكن 4 مصفوفة مائلة التناظر من ن ا مرئية :«. فتکون عندئذ 4 .4ه متناظرة أو مائلة 
التناظر وفقا لا إذا كان وا 

باست‌خد ام رموز النظرية السابقف ۸۸ هو محدد المصفوفة ذات ال (1- 0) ف 
التي نحصل علیها بحذف الصف : والعمود رمن ۸ - = '4. ومنه . 


اب, ۱2 1۳۳ ) ۳ Mil‏ 
وبالتال i‏ 1(7=( < رره. 


أنواع خاضة مر الصفوفات ١١١‏ 


نظرية (۱۱۳۰) 
فرینه مصموفه هرميشية هي بدورها مصفوفه هرميشية . 
ونبرهن الآن النظرية الأساسيّة التالية : 

نظرية (۳۰ -۱۲) 
ا جذور ا مميزة لصفوفة هرميشية جیعها حقيقية . 


برهان 

إذا كان » جذرا میا ل ۸ فيوجد متجه عمود غير الصفر [,× ,... ,ر×, #] = × 
بحيث إل 
AX = ax. (30.1)‏ 


وطرفا (30.1) هما مصفوفتان أو متجها عمود 1 × . فإذا ضر بنا الطرفين على اليسار 
XAX=aX xX )30.2(‏ 

وطرفا (30.2) هما مصفوفتان 1 × 1 والعنصر × × هو بوضوح حقيقي وغير الصفر. وبا 
أن ۸ = 4 . فاننا إذا أخذنا مرافق النقول للطرفین نجد: 


2۲ ۸۸ < 2: X )30.3( 
ومنه‎ 
5: ۲ < ۵ 2 


وبا أن 0 2 فلدینا ‏ » » أي أن » حقیقی . 


تعریف 

شتا غالبا إلى العادلة ا مميزة لصفوفة حقيقية متناظرة با معادلة القرنية (secular)‏ « 
باعتبار أن أول من استخدمها هو لابلاس وذلك عند تحدیده للاضطرابات القرنية في 
الحركات الدارية للکواکب (1772). 


نتيحة (۲۰ - ۱۳) 
إن جذور العادلة القرنية جیعها حقيقية . 


11۲۳ مدخل إلى نظربة الحذدات والصفوفات 
نظرية (۳۰ - ۱6) 
جمیع امحذور ا مميزة لصفوفة حقيقية مائلة التناظر هي اما خيلية بحتة أو صفر . 


ویمکن |عطاء برهان هذه النظرية بصورة مشامهة لرهان النظرية (۳۰ - ۰)۱۲ 
وعلى أي حال فان النتيجة تتبم أيضا من حقيقة أنه إذا كانت ۸ حقيقية ومائلة التناظر. 
فعندئذ یکون 4: هرمیشیا. وبالاستناد إلى النظرية (۲۷ - ه) فان الجذور المیزة 
للمصفوفة السابقة هي جداء : - = في جلوز الصفرفة الاحيرة. 
تعر يفف 

ناك اق ال کی کے آل 8 م لا مه ا = 
و [,« ,... رلا ,6 = ۲ متعامدان إذا كان جداؤهما الداخلي صفرا» أي إذا كان 
0 + = رد + ... + رسد + رن أو بدلالة ا مصفوفات إذا كان 2۲-0 +۲ . 


نظرية (۱۵-۳۰) 
يكون الْنجهان اللامتغبران لصفوفة متناظرة 4 الناشئان عن جذرين میزین 
ذلك لأنه إذا فرضنا أن 
(a # 0( +‏ ,۲ ره = aX, AY‏ < ۸ 
فعندئذ لدینا: 
TI 1۸4۷ < ۲‏ < ۷۸۲۲ 
وبأخذ النقول لطر فى العادلة الأخيرة نجد باعتبار أن ۸ متناظرة : 
وب 9زا 
ومنه ۵,۲۲ = ۰,۷2۲ وبالتالی فان 0 = ۲ باعتبار أن یه # »ه. 


نظرية (۳۰ -۱۰) 
الصفوفة مائلة التناظر من مرتبة فردیه هي مصفوفه شادة . 


أنواع خاصة من الصفوفات ۱۳ 
لتکن ۵ = |4| . فلدینا عندئذ وباعتبار أن 4 .1- = ۸2-۸ ما يل : 
۰( -) 2 اا 7۰| ۵ 2 1م 
وإذا كانت ۸ فردية فلدینا ۸ - = 4 أى 0 = 24 أو 0 - ۸. 


نظرية (۳۰ - ۱۷) 

حذد مصضوفة مائلة التناظر من مرتبة زوجية هو مربع کامل لكثيرة حدود في 
عناصر الصفوفة . 

النظرية واضحة من أجل 2 = . فإذا كان 

لو ]=4 

فان 62 = |4| . ولتقدیم برهان عن طریق الاستقراء نفرض أن النظرية صحيحة من 
أجل مصفوفة ماثلة التناظر مرتیتها زيي 2 - :2 = 2 - «ونبین آنا صحيحة من أجل 
مصفوفة مائلة التناظر مرتبتها 25 = #. لنرمز ب 4 للمحدد |4| لصفوفة مائلة التناظر من 
مرتبة 2 سنو ع وب 0۱| لد الصفوفة من مرثبة ۰-2 الى تعمل عایها علق 
الصفين الأخيرين والعمودين الأخيرين . إذا رمزنا عندئذ ری للعامل المرافق ل »من 
4 فلدينا من النتيجة (۱۷ -4) أن 


م 1 بر ) 1 - و . 1 


= ۸۰ ` )30.( 








مات 1 . 0 
والآن ر م ۹-٠‏ و بر بے ها محددا مصفوفتين مائلتى التناظر من مرتبة فردية 1 - ۸ . 
وهي صفر وفقا للنظرية (۳۰ - .)١5‏ ولدينا من النظرية (۳۰ - ۱۰) أن 
ز e TO GS‏ وأخبرا وباعتبار أن || هو حدد مصفوفة مائلة التناظر من مرتبة 


زوجية 2 - ”۸ » فلدینا بالفرض أن 2م - ۰۱0۱ حيث هی كثيرة حدود في عناصر 7. 


ولدينا إذن من (30.4): 


و و با 5 ۳ 4 


أى أن 4 هو مربع دالة دسیه 6 ومن تعريف الحدد نعلم أنه کثرة حدود. 


مدخل إلى نظرية الحلدات والصفوفات 
۱ - الصفوفات التعامدة والواحدية 
تعریف 
تکون مصفوفة ۶ متعامدة إذا كان معکوسها ومنقوها متساویین, أي إذا كان 
-۳۱. وتکون مصفوفة 0 واحدية [ذا کان معکوسها مساویا لرافق منقوفا آی اذا 
كان لآ < 03 . ۱ 


ومن الواضح أن الصفوفة الواحدية الحقيقية هی مصفوفة متعامدة. وعلی أي 
حال فان الصفوفة التعامدة المركبة ليست مصفوفة واحدية . 

إن أبسط مثال لمصفوفة متعامدة هو المصفوفة المحايدة 1. والمثال المألوف الآخر هو 
مصفوفة التحويل الدوراني في الهندسة التحليلية المستوية . 


> 2 cos 0 + به‎ 518 ۵ ۳ cos 0 طاو‎ ۵ 


8 
|| 


, 





| 


1/ س‎ 2 811 6 + y cos ۵, - 81 6 cos 8 


ومعظم النظریات التعلقة بالصفوفات التعامدة الحقيقية تسري مع تعدیلات 
مناسبه إلى مصفوفات واحدية. ومنه» وباعتبار أن معظم التطبیقات في الریاضیّات 
لابتدائية تحوي مصفوفات متعامدة, فسنلزم آنفسنا هنا بهذه الأخيرة» ونترك للطالب 
مناقشة ما یتعلق بالصفوفات الواحدية. 

ونستنتح مباش ة النظرية التالية : 
نظرية (۳۱ -۱) 

معکوس مصفوفة متعامدة 7 هو مصفوفه متعامدة . ذلك لأنه إذا كان 
= 0ع فعندگذ مز --و و م = ۷( = "و آیضا 


نظرية (۳۱ -۲) 
تكوا ل مصفوفه (رم) = ۶ متعامدة إذاء وفقط إذاء كانت عناصرها محققة 
( ب تن یز 2ك ۲۲ e‏ 
1= 


رت Û, Hê Gel‏ رن ؟ 
[ س ع . 


١ ١ ه‎ 


SE 2 | 4 2 E ١ + 


ومن خلال برهان هذه النظرية الأخيرة نلاحظ أن الشروط (31.1) مكافئة للشرط : 
PP' =] )31.2(‏ 

وکل ما تعرضه الشر وط (31.1) هو أنه في مصفوفة متعامدة یکون مجموع مربعات عناصر 
أى ضف مساويًا للواحد. بینا یکون امحداء الداخلى لأي متجهي صف متميزين عن 
بعضه| البعض مساویا للصفر. ويسمى مثل هذا الشرط تعامذا بالنسبة للضفوف . 


وإذا استخدمنا دلتا كرونوكر ,8 التى قدمناها في المعادلتين (7.7) و (7.8) ۰ فيمكننا 
كتابة المعادلات (31.1) بالشكل الأكثر تراصا : 


م لقا Rr‏ اوم يه 


i=l 


نظرية (۳۳۱) 
تكون مصفوفة 7 متعامدة إذاء وفقط إذاء كان 


(31.3) .0 سوفن 2 7 33 و0 Ori,‏ ۳۹ 01 2 


وتسمى الش روط (31.3) تعامذا بالنسبة للأعمدة . وهي تكافيء العلاقة : 
PP - [ )31.4(‏ 
وكنتيجة للنظریتین (۲-۳۱) و(۳۱ - ") لدینا ما يلي : 


نتيجة (۳۱ - 4) 
تکون الصفوفة 2 التعامدة بالنسية لصفوفها متعامدة آیضا بالنسية لاعمدتها 
والعکس بالعکس. 


نظرية (۳۱ - 0) 
المحدّد ۸ لصفوفة متعامدة يساوي 1 + أو 1 - . 


وینتج هذا من (31.2) أو (31.4) بأخذ محدذدات الطرفین . 


۱۹ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


نظرية (۳۱ )١-‏ 
حل|ء مصموفتین متعامدنین من مرنمه 7 هو مصعوفه متعامده . 


ذلك لأنه ادا كان 0م = R‏ « حيث ۲و ۵ متعامدتان » فعندئد : 
- ادج - قرام ے سير 


نقول إن معادلة جبرية 0 = («) من الدرجة ^ هي معادلة قابلة للقلب شريطة 
أن یکون )۸۶ + = ()/. 


نظرية (۳۱ - ۷) 
ا معادلة ا مميزة لصفوفة متعامدة هی معادله قابلة للقلب . 
لدب 


)17 _- م)جم- حت | »م 1 )جم = ]۸ س P‏ 


1 


جد = |27 - | )|| = 11 - ها = )0 








از ۳9 1 
0 ۸ل = 1 ۲ 


نظرية (۳۱ -۸) 
احذور ا مميزة لصفوفة متعامدة حقيقية ها قيمة مطلقة تساوی الواحد . 


ذلك لأنه ادا كان ه جذرا Fp.‏ لصفوفة متعامدة حقيقية 7 » فیوحد 9 عمود× 


0 # بحيث ان 
(31.5) الج ع PX‏ 

وبأخذ مرافق المنقول لطرثي هذه المعادلة الأخيرة نجد 
XP' =axُ (31.6(‏ 


وبتشكيل جداء المصفوفة ” × 1 في (31.6) بالمصفوفة 1 < في (31.5) » نجد 


1 P'PX = 06:1 ۰ 


ال ل ا اد ای ۷ ۱ 


ومنه» وباعتبار أن ,7 = ۲۴'۶ 


XX = الع‎ X 
: وبا أن × مصفوفة 1 ×1 غر الصف فنحصل بعد قسمة الطرفين على 2 على‎ 
60:6 = 1 


)٩ - ۳۱( نتيجة‎ 


ليس لصفوفة متعامدة حقيقية أية جذور ميزة حقيقية غير ال 1 + . 


نظرية (۳۱- ۱۰) 

إذا كانت 7 مصفوفة مائلة التناظر وحقيقية و »أي عدد حقيقي غير الصفر» فان 
المصفوفة 
P = (kI + T) 7 (kI — 7) (31.7)‏ 
متعاملة . 

نلاحظ ارلا آن کلاامی اليتوين ۳ + و7 ضر فر شاذة» وم النظری 
(۳۰ -۱6) نعلم أن المصفوفة الحقيقية مائلة التناظر 7 لا تمتلك أية e‏ ۳ ۴ 
غير الصفر. ومن العلاقة 

(kI - (67 + 7( = (kI + (07 — 7T), 

وبضرب طرفيها من اليمين ومن اليسار ب ' (7 - 61) نجد : 
(ki + T) 0-1-1-1 + T) )31.8(‏ 
والان لدینا من (31.7): 


P = (kI - (۱0:7 + T), 


(RI — (1 4+۲ = (EI + THEI — TT)".‏ = ار 
ومن (31.8) نجد أن م = ۴۰ أي أن م متعامدة. 


نظرية (۳۱- ۱۱) 
يمكن بناء مصفوفه متعاملة حقيقية 7 › مرتبتها 7 (وبطرق لا نباية لعددها» ف 


بم ١ ١‏ مدخل إلى نظرية امسا دان والمصفوفات 
ا حقيقة» إذا كان 2 < # ) بحيث تكون عناصر العمود الأول متناسبة مع أية جموعة 
من الأعداد ا حقيقية [,×.... .,×.,×] = ,× ليست جیعها اصفازا . 


إذا كان 1 = 2 ناخذ المجموعة ,لا نفسها كأول عمود من المصفوفة ۴. وإذا 
كان 1غ م < بے نرد المجموعة ,لا إلى الصيغة الناظمية بالقسمة على ۷ . ثم 
شیم المجموعة الناتجة [( × , )] کاول عمود من م : ولکي یکون 
التجه الثاني العمود متعامدًا مع اجه الأول العمود مجب أن نختار خلا فة 
زولا .... .ولا :,نز) غير الصفر للمعادلة 


XJ, F .لا و‎ Xp >00 


وإذا كان ضروریا نرد هذه المجموعة إلى الصيغة الناظمية بالقسمة على 7ر 
ونستخدم المجموعة الناجة كعمود ثان من ۶. ونمضی هذه الطريقة حتى نحصل على 
1 - :> و عموذا من م 





لفوت بیع یا ار دا ]| 
وللحصول على العمود (1 + 5) » نجد حلا حقیفیا اللابد يا 200 [ عسي 
لمجموعة ال 7 > ومن المعادلات الخطية المتجانسة: 


HER, Fo PEE 2 0 {F3I 2 یه‎ 


ومن النتيجة (۲۳ - ۳) نجد أن هذا ممكن دومًا طالما أن * > :. ونرد المجموعة الناتجة 
إلى الشكل الناظمی ثم نستخدمها كالعمود (1 + 5) من 2. وپذه الطريقة نبني المصفوفة 
التعامدة الحقيقية المربعة ‏ 8 . وينتج تعامد هذه المصفوفة من كونها تحقق شروط 
النظرية (۰)۳-۳۱ أي آن 2 متعامدة بالنسبة لاعمدتها. 


نوصیح : أقم مصفوفة متعامدة حقيقية 7 عمودها الأول متناسب مع المجموعة 
لفكت و1 


حل : نرد المجموعة إلى الصيغة الناظمية بالقسمة على ۷14 = (32 + 22 + 7/12 . 


١ 84 


انواع خاصة من المصفوفات 





۳ 2 
۳ ] اس ۷14 حب ال أول اا کنیس نس 


سب الشانی از میاه اة زاب ,3 + رو2 + بر وليكن (1 = ,1 ,1) 
ثم E‏ إلى الصيغة الناظمية. وهکذا یمکن أن نأخذ کعمود ثان المجموعة 


1 1 1 ۱ ۱ ۱ 
مه تسد اوج جب ا تست : ف ۱ 1 | | 35 ا ۳3 5 ۱ ۳ 9 ۱ pr‏ 3 


0= ,32 + ر22 + ,ج » 0= وج حر + ,ج » ونحصل على الحل (4,1 - ,5) الذي يصبح 
رسک کت ا 
۷42 492 ثيه 

و هکل | حك من اجل ۶ الصفوفة 


3ے ق ا 
V14 V3 9۵‏ 
اله 9 اب = P‏ 
W3 ٩/42۱‏ 7/14 
1 [ سب 3 


سس سس لل لس سس — 


14 V3 ۵ 


۲ - الاختزال التعامد لصفوفة متناظرة حقيقية إلى شکل قطري 
سنبرهن النظرية الهمة التالية . 
نظرية (۳۲ - ۱) 
إذا كانت 4 مصفوفة متناظرة حقيقية مربعة ۸ × ۸ جذورها ا مميزة يه ,... ,ره 
فتوجد مصفوفة متعامدة حقيقية ل بحيث إن ( ,0 ,... ,ره , به) ولك - ور 


نلاحظ ولا أنه إذا كانت 4 مصفوفة 1 × 1 فهي من حينها في شكل قطري . 
ولكي نمضي وفقا لطريقة ية الاستقراء الریاضی . نفترص أن النظرية صحيحة من أجل 
مصفوفة مرتبتها 1 - ۸ ورهن صحتها من أجل مصفوفة مرتبتها ::. 

ها أن ,» هو جذر مميّز ل ۸ فهو جذر حقيقي وفقّا للنظرية (۳۰ - ۱۲) وبالتالي 
يوجد متجه حقيقى 0 × بحیث إن ۱ ۱ 
X, )32.1(‏ ح AX‏ 


۱۳۰ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


4 د الآن هذا اة 2 إلى الشکل الناظمی تنم کاول عة [ ی وت ع ی 
من مصفوفة متعامدة حقيقية 0.ویمکن إقامة الاعمدة الباقية بطرق رک کا في في النظرية 
(۱۱-۳۱). وعند تشکیل الجداء 0'49 نشکل أولا الجداء 40. وبا أن العمود الأول 
من © هو المتجه × الذي يحقق (32.1) فان العمود الأول من الصفوفة ۸۵ هو بدقة 
التجه [, ره .... , ر×, » , .عده] = × ». ویتألف العمود الأول من الصفوفة 0۰۸0 
من الجداءات الداخلية للمتجهات الصف التتالية في "۵ ۰ أى المتجهات العمود في 
0 مع التجه ».ومن النظرية (۳۱ -۳) نجد أن العمود الأول من 0۰۸0 
هو [0 ,... ,0,,»] » أي آن 


تا یتح هر 


QAQ =| ` ۱ ۲ )32.2( 


حيث تشير النجوم في الصف الأول إلى عناصر لم يجر تحدیدها بعد . وعلى أي حال. 
ومن النظرية  ٠(‏ ۵). وباعتبار أن 4 متناظرة وحقيقية وأن © حقيقية» نجد أن 
0 متناظرة حقيقية » وهذا يعني ال اي ارا دی هی أصفار. و ۸ 
مصفوفة متناظرة حقيقية من مرتبة 1 - .وبا أن 2 د او عن ال 
(۲۷ - 66 أن الور المميزة ل 0'42 هي الجذور المميزة ل 4 نفسها. وبالتالى فان 
اشلور المعيزة للمصفوفة التناظرة الحقيقية ,۸ ذات ال ١-1‏ صفا هي بالضبط 


بر وعءء و ۵ بل ء وتوجد بالفرض مصفوفة ۸ مرتبتها 1 - ۶ بح بحيث ال 
(32.3) ),@ ,.. وه diag (ay,‏ = ۲ ۸ 
واذا کتبنا 
| 
0 
(32.4) ا = § 
2 ۰۱ 0 





فمن الواضح أن 5 هي مصفوفة متعامدة حقيقية فيها » صفاء والتي یمکن أن نبین من 
خلال حسابات سهلة أننا تحقق المعادلة 


آنواع حاصة من الصفوفات ۳۹ 


(32.5) دن كم > S(QAQ)S‏ 


0 





وإذا أخذنا الآن 05 =۲ ۰ فنجد من النظرية (5-71) أن 8 متعامدة وحقيقية » ونظرا 
ل (32.3) نكتب : 
( ۵ و... AP = diag (Qû,‏ ۲۳ 


وهو الطلوب . 


ویمکن تحديد الصفوفة التعامدة 7 في حالة عددیه ا یل : 

لیکن للمصفوفة التناظرة الحقيقية من الرتبة ‏ الحذور الميزة ,۵ ...۰ ,یه ,نه 
المضاعفة ۷ .... ,,۷۰۷مرة علی الترتیب (" - ,2۷). فنلاحظ آولا من النظرية 
(۳۰ ۰ ۱۵) أن متجهين لا متغيّرين ناشئين عن جدرين غتلفين هما دائ) متجهان 
متعامدان . وبا آن ۸ مشابة لصفوفة فرق فاذا عد جذرا میژا 1 ۸ مضاعفا 
1 < ۷ مر فعندئذ تکون رتبة الصفوفة 1ه - ۸ هي ۷ - 7 (نظرية ۸ - ۵) . وعلینا 
فقط أن نبين أنه یمکن اختیار ال ۷ من التجهات اللامتخبرة الناشثة عن الجذر » 
بحیث تکون متعامدة فیا بينها . 


لیکن رن ود ونه و - حلا قا غير الصفر لمجموعة العادلاات 
(32.6) لام ع AY‏ 
ونلحق بال (۷- ) من العادلات الستقلة حطيا في (32.6) العادلة : 


)32.7( 0ح FX =x F Xl ۰۰۰ + XAP‏ 
با أن 2 < ۷ فلدينا فى (32.6) و (32.7) (1 - )۰ على الأكثر» من المعادلات المستقلة 
7 2 ع # ۱ 50-25 3 3 : 3 
خطيا . وها داتفا حل حقيقي غبر الصفر (ى 2ے بر رر ) ج رلا متعامد وفقا 


ل (32.7) » مع × . وإذا مضینا هذه الطربقة نحصل على ۷ > ىمن التجهات الحقيقية 
المتعامدة فییا بينها ,× .... ,رد ,× التي تحقق (32.6). لنلحق بال ۷ - # من العادلات 
الستقلة خطيًا في (32.6) العادلات ال : الاضافية : 


مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


,0 = یت 1-7 ° حك Zala‏ حل Luy‏ 
(32.8) : 9 ۳ 


5 كك را . 5 حل Ri FF‏ 


فلدینا في (6 2و( 2 > و + ۷ - من العادلات الخطية المتحانسة الستقلة خطا. 
يناسل # فق (6 2) ومتعامد مع كل من المتجهات الود عق .كا رسای پا 
الطريقة حتى نحصل على ۷ ۰ من المتجهات المتعامدة فیما بينها والناشئة عن الجذر » . 
وباستخدام كل من ال » جذرا به نحصل على ۸ = ,2۷ متجهًا تستخدم بعد ردّها إلى 
الضيغة الناظسة:. كأعمدة للمصفوفة المتعامدة ۲ المرغوبة وبحيث تكون 7۰۸۴ 
مصفوفة قطرية. 


توصيح : إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية متناظرة 


1 2 1 
و إل 2 2- 
ره عه 1 


فأوجد مصفوفة حقيقية متعامدة م بحیث تکون ۳ قطر ية . 
حل: لعادلة المميزة ل ۸ هی 
0 13-12-16( 


وجذورها ی 2 پم 3 - ومن أجل الحذر 4 نحل العادلتن الد 
لايع + 52 و0 2 ار( سب ,×2 - ونحصل على المتحه اللامتغن الس 
2,1 ۷ ومن أجل الحذر المضاعف 2 - نحل المعادلة الوحيدة 

HSU )32.9(‏ وا مه بر 

وبالتجربة نجد أن (1,1.1) هو حل . وللحصول على حل اخر ل (32.9) متعامد مع 
الأول. نلحق , ب (32.9) المعادلة 

(32.10) 0 ح يد ع عه 





انواع خاصة من المصفوفات ITT‏ 


ومن (32.9) و (32.10) نحصل على الحل (1 - ,0 ,1). ونرد المتجهات اللامتغيرة الثلاثة 
التي حصلنا علیها هکذا إلى الصيغة الناظمية ونستخدمها كأعمدة للمصفوفة التعامدة 
7 الرغوبة . وهکذا اذا أخذنا 





ولا تصح النظرية (۱-۳۲) من أجل مصفوفات متناظرة مر کبه . فادا كان : 
5" 
a= 1‏ 
إن افقو ا ا بلك ۱۹۵ - 4هي الواحد وهذا يعني أن ۸ لا تمتلك 


۳ - التکافو الواحدي 

لتکن 1 مصفوفة مربعة « × ۸ تقم عناصرها »في حقل الاعداد المركبة . فنتذکر 
من الفقرة ۳۱ آن ‏ تدعی مصفوفة واحدية إذا كان معکوسها مساویا لمرافق منقوضا 
أي ادا كان 

لد ۳-۱ 
ومن الواضح , آن مصفوفة واحدیه حقیقیه هي مصفوفة متعامدة » ولکن مصفوفه متعامدة 
خيلية لا تکون مصفوفة واحدیه . 
من السهل البرهان على أن العدید من خواص الصفوفات التعامدة الحقيقية التي 

ای في الفقرة ۳۱ تبقی سارية الفعول» بعد تعدیلات ملائمة من أجل 
الصفوفات الواحدية . وسنترك الم‌اهین کتمرین للطالب . 


۱۳ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 
إذا كانت ۸ و8 مصفوفتین مربعتین عناصرهما من الحقل الرکب . وکانت ل 
مصهوفة واحدیه بحيث إن 
,9 < لاه زا 
فسنقول : إن 4 مكافيء واحدي ل 8 ونکتب 
< ۸ 
٤‏ - الصيغة القانونية لجاكو (000:) (*) 


e 


تعر یف 
تدعى الصفوفة الربعة التى تحوي فوق (أو تحت) القطر الرئيس أصفارًا فقط 


5 4 1 
مثلاء المصفوفة | 6 2 0 |هى مصفوفة مثلثة . 
3 0 0 


وسنرهن الآن النظرية : 
رپ(۴ ۱۰) 

إذا كانت 4 أي مصفوفة مربّعة ۸ × «عناصرها من حقل الأعداد ا مركبة » فتوجد 
مصفوفه واحدية ۷ بحيث تكون 117 0 مصفوفة مثلثه . 

نبرهن هذه النظرية بالاستقراء على «. ونلاحظ قبل کل شىء أن الصفوفة (,,ه) 
التي تحوي عنصرا واحذا هي من حينها مصفوفة مثلثة. والان نفرض أن النظرية 
صحيحة من أجل مصفوفة مربعة (1 - ) × (1 - ») ثم نبرهن صحتها من أجل 
مصفوفة مر بعة 7 × 7. 

لیکن ,»جذرا میزا ل ۸. فیوجد عندئذ متجه عمود 

E ليد‎ 


E 


AX=ax 
وعند الض ورة نرد هذا التحه إلى الصبغة الناظمية بقسمة کل من مرکیاته على‎ 


Carl Gustav Jacob Jacobi, )1810 - 1851). )#( 


الواع دا صه شر المصفوفات 


۱۳۵ 


2 ۷ 3 ونستخدم التحه الناتج کاول عمود من الصفوفة الواحدية ۷ .ویمکن 
ملء ء الأعمدة الباقية بعدة طرق إذا كان 2 < .ومن السهل أن نبين» كا في الفقرة ۳۲ 


أن ۷۸۷ من الشكل 


7 تن 2 اه 
ات ی کے کک کے 
۱ 
is & | (34.1)‏ 
Û‏ 


حيث تشير الرموز في الصف الأول إلى أعداد مركبة لم تحدّد بعد ى4 مصفوفة 


مربعة (1 -2) × (1 - ). ومن الفرض الاستقرائى توجد مصفوفة ۱۷ مربعة 


تقح هر لكوع سد سياد 


W*AW = ظ‎ 





وحيث الكميات 2 فوق القطر هی أعداد مرکة غير محلدة . 


یمن الواح آن المصموفة 4 1 = 2 هي مصفوفة مربعة ۸ × ۸ واحدية . 


ومن السهل . فضلا عن ذلك. . آن نتحقق بمساعدة )1 :4) من أن 


ACF = 2*۲7 ۸ ۷7 ا 0 د‎ 7 
0 ۷*( Alo ۱ 


۱ 2 0 
ترز و ۵ 0) 


Jacobi, Carl Gustav Jacob )1810- 1851). (#) 


١ 5‏ مدخل إلى نظرية المحددات والمصفوفات 


آی آن 27 2 0۱ 
"E 7 )34.2(‏ 
۱ ۶ پب" AU OD‏ 
1 ۳۳ 
ب 
60 عو O‏ 


حيث ۷2 = ۷ . وبا أن ۷ و2 واحدیتان» فان جداءهما لا مصفوفة واحدية أيضا. وهو 


إن الصفوفة المثلثة في الطرف الایمن من (34.2) هی صيغة جاكوبي (ط1۸۰0) 
القانونية. ومن الواضح أن الجذور الميزة لصفوفة مثلثة هی العناصر القطرية 
,۵ :۰.۰ :0 ھا وب آن التحویل ۸1" هو مويل تشابه. فان القادیر » هی 
امحذور الميزة ل ۸ آیضا. ۱ 


٥‏ - الصفوفات الناظمية 

س 

نقول إن مصفوفة مربعة 4 » عناصرها تقع في حقل الأعداد المركبة» إنها 
مصفوفة ناظمية إذا اتصفت بخاصية إلابدال مع مرافق منقوهاء أي إذا كان 
AA =A A‏ 

ومن الواضح أن كل مصفوفة ۸ تمتلك خاصة إمكانية التعبير عن ۸ ككثرة 
حدود في ۸ هی مصفوفة ناظمية. وهكذا تكون المصفوفات اهرميشية (۸ = *4م) 
ناظمية » وكذلك المصفوفات الواحدية (! 0 = ۳) والمصفوفات المتعاملة . 





نظرية (۳۵- ۱) 
إذا كانت 4 مصفوفه ناظمية ولا مصفوفة واحدية » فعندئذ تکون 040 = 8 
ناظمية . 
ذلك لان U‏ = ۶ وبالتالي 
UA AU‏ - نآل نآ BP B= UA U.‏ 
AU. UA U= BB.‏ لا TAAU=‏ - 


١ 7 


انوا حاصه مب الصف قات 
= تس اه 


ونعبر عن هذا بقولنا إن خاصة کون مصفوفة ناظمية هي خاصة لا متغيرة 


وأخديا. 
نظرية (۳۵ ۲) 
تکون مصفوفة مربعة ۸ مكافئة واحدیا لصفوفة قطرية إذاء وفقط إذاء كانت 
ام ناظمية . 
وبالاستناد إلى النظرية (4 - )١‏ یمکن أن تاخذ 4 على الشكل : 
ور ,> 
وه 0 
B= |. 1 )35.1(‏ 
0 0 
0 0 





باعتبار أن 8 تکون ناطمبهة ادا وفقط ادا كانت فر کد لك والاآن العنصر في الصف 
الأول والعمود الأول من 8'8 هو ,هن . في حين أن العنصر الوافق من 88 هو 
FBP + ... + 7 6‏ رای + :6۵ 


13 3 1۳ In 


وتتساوى هاتان العمارتان فقط إذا كان 0 ع .م 22 والان کل حد في الجمع 


4 
أكبر أو يساوي الصفر. ويمكن للمجموع أن يساوي الصفر فقط إذا كان 
( ,... ,2,3 = ) 0 = برة. وبصورة مشابهة يتساوى العنصران في الموضع (2,2) 
8 و 88 فقط إذا كان 0 = ,رم = ... = ررم = پرط. وبالاستمرار هذه الطريقة 
نبرهن أن كل (7 )6 في 8 تساوي الصفرا ي أن 8 مصفوفة قطرية. وعلى 
العکس إذا کانت 8 مصفوفة قطرية فمن الواضح ۾ أنها ناظمية. طالما أن أي 
مصفوفتین قطریتین تتصفان بخاصة الابدال . 


لتکن 4 مصموفه هر ميشه حذورها المیزة برل :۰۰۰ 0 ۵ 6 ولتکن U‏ مصموفه 
واحدیه بحیث إل 


U AU = 8 = diag (بر۵ ...ويه م0)‎ )35.2( 


۱۳۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 
وب أن ۸ هرميشية . فكذلك أنقنا 8 . ومنه 0 حت 0 5 أى أن |0 حفیقی 


نتيجة (۳۵ -۳) 


جمیع ا جذور الميزة لصفوفة هرميشية هي جذور حقيقية . 


إذا كانت ۸ في (35.2) واحدية » فتکون 8 عندئذ واحدية أيضًا. ولدینا في هذه 

الحالة» من العلاقة 1 - "8 : 
diag (1,1, ..., 1۱‏ = ( ,6ه ۰۰۰ 6و۵ ,ی 06۵) diag‏ 

وبالتالى 
(35.3) ۰( ,... ,2 ,1 -8) ,1 دوع 

وبالعکس. إذا كانت 8 مصضوفة ناظمية جذورها الميزة .» تحقق (35.3) . 
فنستنتج أن 1 = 8*8 أي أن 8 » وبالتالي ۸ » واحدية . ولذلك یمکننا الحصول على 
النتيجة التالية : 


نتيحة (۳۲۵ - ؟) 
مقیاس ا حذور ا مميزة لصفوفة واحدية هو الواحد» وعلى العکس. أي مصفوفة 
ناظمية يكون جميع جذورها ا مميزة مقياس مساو للواحد هی مصفوفة واحدية . 


عارین 
ٍِ 4 
بين أن كلا من المصفوفات التالية متعامدة 


3/5 5 5 1/8 2/6 ۰.3 0 
-4/5 5 2/3 1/3 83 

83- 2/3 ۱-2/3 
0 0 1 3/7 2/7 ارات 


2/7 3/7 6/7| )4 0 5/13 12/۵ ۳ 
3/7 6/7 7 0 -12/13 18 





۱۳۹ 


الا ی مر حسف قار كا 
بواع خاصه من المصفوفات 


1 1 1 1 ۹ 4 4 | 
۱ ۱ (e 
1/9 8 [1 4 
1/2 1 1 ۱ / 
1 1 ل ]س‎ [1  [ 8 4 


1 وحم یج ر 


من أجل كل من الصفوفات التناظرة الحقيقية ۸ التالية» أوجد مصفوفة متعامدة 
8 بحيث تکون ۳۸۲ قطر یه 





Û0 7‏ 2 4 4۸( الج 6ل 3 
هت gg‏ 2 2 4 6 - 
2 2 ل ) 1[ ل 2 4 
و هد 4 6 2 ۱-9 
فيه لذ 4 8 و و 

۹( 0 2 6 9 2 ظ 
1 وی و Û f‏ 6" | 


۱ بين آن امحذور المیزة لصفوفة متناظرة حقيقية 4 تکون جیعها متساوية |ذا. 
وفقط آذ کانت ۸ عددذا سلما 
۱ ۳ 3 

۲) إذا كانت (,م) = م مصفوفة حقيقية متعامدة 3 × 3 وحددها 1 + » فبین أن 
1 - < ووم + ررم + ,رم. ضع وبرهن عبارة تمائلة من أجل الحالة التي یکون فیها 
المحدّد مساويا 1 -. (582-3 .مم ,1936 ,43 .(Amer. Math. Monthly, Vol.‏ 


5 
ل 
1 


۳ إذا كانت 7 مصفوفة متعامدة حقيقية لا تملك ال 1 - کجذر مین فبین أنه توجد 
مصفوفة حقيقية مائلة التناظر 7 بحیث تکون ۲ معطاة بالعلاقة (31.7). 
)٤‏ في العلاقه (31.7) خذ 


(۵ 


(۱۹ 


(۷ 
(۱۸ 


(۹ 


(۰ 


۱ 
| 


مدخل إلى نظرية الحددات والمصفوفات 


وأوتجذ علاقة من أجل الصفوفات | المتعامدة 3 × 3. س التجه ( 6 ,0) هو 
متجه لا متغيّر. إطلاقا بالنسبة لكل مصفوفة منها. 

ون آنه إذا كان ال 1 -جفرا عا للمسقيوفة ةة السابية م مقا 
۷مرق فان "(1 - ) = |٨|‏ . 

إذا كانت م مصفوفة حقيقية متعامدة وکان × متجها لا متغيّراً ل ۶ ناشئًا عن 
جذر مير 1 + ۶ فعندئذ 0 = ٣ن‏ 

أيّ مصفوفة دوارة ۸ (فقرة ۲۹) هي مصفوفة ناظمية . 

تکون مصفوفة مربعة _ ۳ ناظمية ادا وفقط إذاء آمکن التعبیر عن ۸ ككشرة 
حدود سلمية ق ۸. 

إذا رمزنا ب ۸ و 8 لمصفوفتين مربّعتين فوق حقل الاعداد المركبة وکانت 
٤ = 48 - ۸‏ فاختبر تناظر » نحت الشروط : (1) كل من 4 و 8 متناظرة. 
(2) كل من ۸ و 8 مائله التناظر و (3) 4 متناظرة » 8 مائلة التناظر. 

إذا كانت ۰۸ 6 0 4 أربعة أعداد حقيقية بحيث ان 1 = 42 + ۵ + 2م + هب 


فبین آن الصفوفتین التالیتن متعامدتان : 


0 راج/92 همك مرت لا حه‎ — cd) 2/6 + bd) 
7 = 2(ab + cd) a + ۳ = م‎ + Ûd 2) — ad) 
2(ac — bd) 2(bc + ad) ل ثم ل “م س ی‎ 2 
a اس وت وت‎ 
2 نج‎ 0 a - أ‎ 
0 0 6 -۷0 
واه م‎ b 0 





an نت المصفوفة ا ل‎ (۲١ 
يد اش (0 ,. ا وت و زو‎ D 0 (۳ 


7 P ووزك < 7۷۶ و‎ (e; د بن فيك لا عاض ف‎ Fb 
. مصفوفه حقيقيه متعاملة‎ 


آنواع خاصة من الصفوفات ۱۳۱ 
۴ إذا كانت ۸ مصفوفة مربعة ۸ × ١‏ حقيقية قن أن أعم مصفوفة مربعة حقيقية ۷ 
بحيث إن ۸۸۲ = ۸ معطاة بالعلاقة ۸۳ = × » حيث 7 أى مصفوفة حقيقية 
متعامدة . 
4 إذا كانت 7 الصفوفة [1 "_] فبين أن الصفوفة چ العادلة [ = ۲۷ 
Hs A‏ كات 1 Ra‏ 
۵ ادا كانت ۲1 مصفوفه هرميشية › وم أي عدد حقيقى غير الصفرء فیین آن 
i (kI + iH) (kI— iH) ۲‏ 
هی مصفوفه واحدیه . 
۹ لتکن 7 مصفوفة 6 × 6 مائلة التناظر 





احسب محددا بخمسه صفوف واستخدم الفقرة ۳۰ لاجاد كثيرة اخدود ب 


بحیث إن * < |۰7 





۵ 


ت 


5 





[الكصعمخ 
تا سة المتشسة 





5" 2 مقدمة هندسية 
لتكن × و « إحداثيات كارتيزية عادية لنقطة 7 في مستوى» وذلك بالنسبة لزوج 
من المحاور المتعامدة. إذا كانت ,۰6 ,5و,ءأعدادًا حقيقية مثبتة» و6 ,لا يساويان 
الصفر معّاء فعندئذ تقع مجموعة كل النقاط الحقيقية (ر ,)5 التي تحقق 
(36.1) 0= ع + برام + جرم :| 
على خط مستقيم ,1. وتدعى المعادلة (36.1) معادلة الخط ,1ي الا حدائیات الكارتيزية . 





واذا کانت 
(36.2) 0= بع + بررط + a,x‏ در 

هي معادلة خط ان را » وکان | 2۱| = ۵ » محدّد العاملات, غير الصفر, فان 
٣‏ ا 

الخطين ,او راغير متوازيين وبالتالي يتقاطعان في نقطة وحيدة ©. وعلى أي حال. 
SE 5 5500007-55 ۰ > ۱‏ ۳5 تفا اد ۱ ۱ ۱ 1 
إذا كان 0 = ۵ في حين أن رسه المصفوفة | ۳ 3 تساوی 2 . فیکون قطان 


۱۳۳ 


۳۹ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


متوازيين.ٍ ولکنهیا غير متطابقين. وبالتالي فليس بينها أية نقطة مشترکة. وهذه هي 
الحال. مثلاء مع الزوج 
2y + 7> 0 )36.3(‏ - ×4 و 0 = 5 2x‏ 
ومع عدم وجود أي نقطة مشتركة بين هذین الخظين: الا أا یمتلکان شيئا ما 
مشترکا؛ آلاو هو الاتجاه. وهذه على وجه الدقة. هی الحقيقة التی نرید جلاء‌ها. 
لتڪن الثلائية من الأعداد (6 ,۲ سيا ۳ ۳ أجل 0 # / سنتمق 
على أن لثلائية تمثل النقطة ۶ التي إحداثياها الكارتيزيان 7/۸ /5). ویتضح من هذا 
أن المهم ليست الأعداد ‏ ,ر ,× لذاتها وإنما نسبها فقط . وهكذا تمثل (1 - ,2 ,3) 


و (4,2 - ,6 -) النقطة (2 - ,3 -) نفسها. وسنشم إلى هاتین الثلاشتين کاحداثیات 
كارتيزية متحانسه للنقطة (2 - ,3 -). 


ووفق هذه الرموز الجديدة تصبح معادلتا الخطين في (36.3): 
() ع / + 2۷ = 4 ,0 = ]5 - 2-۷ 
عند حل هذا الزوج من المعادلات الخطية المتجانسة من أجل ×» بر واوفقا للفقرة ۰۲۳ 
نحصل على الحل (0 ,2۸ ) = ( ,ر ,:). ولا توجد نقطة منتهية فى المستوى موافقة هذه 
الشلائية . وسنشير» على أي حال. هذه الشلاثية کاحدائیات نقطة فى اللاغهاية أو 
إحداثيات النقطة المثالية. في اتجاه الخط الواصل بين المبدأ والنقطة (1,2). ويتضح 


بالتجربة أن النقطة (0 ,2 ,6) تقع على كل خط في نظام الخطوط المتوازية 
(36.4) () = بع + بو - يرم 


وحقق مجموعة کل النقاط (0 ,ر ,») التي یکون إحداثيها الثالث صفرا العادلة 
= وبا أن هذه الأخيرة معادلة من الدرجة الأول فسندعو الحل اهندسي اقسا 
طا الخط عند اللانهایه في المستوى. وتتقاطع عائلة الخطوط التوازية في (36.4) 
جميعها مع الخط 0 = :ني النقطه نفسها عند اللانهاية وهی (0 ,2 ,1). وهكذا فانه توجد 
نقطة واحدة عند اللانهاية من أجل كل اتجاه في الستوی. 

وفي الا حدائیات المتجانسة تكون معادلة الخط ,اف (36.1). هي 


۲:۵6 8 9 0 60 0 


الْصَسم ا ول ۱۳۵ 
رت 2 59 


وندعو ثلاثية الاعداد (,© ,,4,,5) التي نفترض أ ن واحذا منها على الاقل يختلف عن 
الصفر [حداثیات بلاكر (7ع81111) المتجانسة للخط 1 ومن الواضح أن أ ای ثلانية 

من الأعداد. ليست جيعها أصفاراء یمکن أن تستخدم كإحداثيات خط. کا یتضح 
آن ان ال هنا هو النسب فقط . وهكذا فان (15 - ,3 - ,6) و (4,2,10-) هی إحداثيات 
متجانسه للخط 0 = 51 - ر - ×2. 


فكلا من کتابه (1 ,لا ,×) و © ,5 ,6) کاحداثیات نقطة ۲ من خط 1 » على الترتیب 
فستأخحذ» من أجل الا نتظام ٤‏ فسالة الرموز لاود و )و (HHH)‏ كإاحداثيات نقطة 
وخط . ومعادلة اخط اهی دول 


ux, + UX, +; = 0 


وللعودة إلى معادلة الخط في الاحدائیات الكارتيزية» نختار إحدى الاحدائیات 
2 ردو بدلتکون 1 في حين يكون الاحدائیان الباقیان × ور . وبا أنه یمکن القيام 
. را ام طريقة » فمن الواضح أن العادلة العطاة في ر×٠‏ ر×ء ,«یمکن 
تقود إلى معادلة وحيدة في الإحداثيات الكارتيزية. والملاحظة عو المعادلة تبقى 
NETE‏ إذا كان المحل اهندسی من درجة أعلى من الواحد . فمثلا» المعادلة 
x = 4X,‏ 
رد ان قرو نا وسر ید وریا نع | سوج في سین فد 
المعادلة نفسها إلى 1 = برد 4 ادا أخذنا #- رع ع ترود رل ونعهر عن هذه الحقيقة 
بقولنا: إننا نحصل من المعادلة على محلات هندسية مختلفة عن طريق إسقاط خطوط 
مختلفة إلى اللانباية . 


وبطريقة مشامهت ناخذ (,×, ولا ورلا و ب) و (رغة ,را ورها ,0) كإحداثيات متجانسة 
لنقطة 7 ومستوی 7 فى فضاء دی ثلاثة أبعاد . وبصورة مشامهه سندعو (ڕ×,... ,رن , ن) 
[حدانیات متجانسة لنقطة ۲ و (» ,... ,را )٠,,‏ إحداثيات متجانسه لفوق مستوي 7 في 
فضاءات ذي (۱ - ) بعدّاء هذا بالرغم من أنه من أجل 4 < ۸ , لايكون المسل 
اهندمی المذكور هنا أي صورة هندسیه مناسبة في فضاء یتفق والبدمة. . ویفهم 


۱۳۹ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


وقوع النقطة ۲ عندئد في فوق الستوی 7 هو 


UX, وا‎ + a. rux = 0 


وإذا فسرنا مرکبات متجه عمود [,*.... .رن ,»] = × » ليست جميع إحداثياته 
أصفاراء كإحداثيات متجانسة لنقطة فى فضاء ذى (1 - 2) بعدَّاء وكانت ۸ مصفوفة 
مربعة « × غير شاذة» فيبرهن في الهندسة الإسقاطية أنه (من أجل ۸=2,3,4) يمكن 
تفس معادلة المصفوفات 

Y= AX 
كتحويل إسقاطي » وبا أن المتجه × والتجه [رممه ,... رده ,جه] = که یمثلان» من‎ 
أجل ±0 » . النقطة نفسهاء فمن الواضح م اج ق اليا‎ 
AX= aX, ع به)‎ 0( 

يمثل نقطة ثابتة تحت التحویل . 

ذا كانت | Resa‏ = ولل( ا ا وو 3۳ 
متميزتين» وكان ذو عددين مین لا بساویان الصفر معا فيبرهن فى الهندسة 
الإسقاطية على أن 

AX + AY = ]2 + AYE FAY, F ل لاه‎ 

هي نقطة على الخط ۲ » وباختيار مناسب ل 2و میمکن جعلها مثلة لأي نقطة على 
هذا الخ 

ومن السهل ‏ آن بن | نه إذا كانت × و ۲ نقطتين مثبتتین من التحویل ۸2 = ۷ 
موافقتين للجذر المميز نفسه » » فعندئذ تكون كل نقطة من الخط ۷× هي نقطة مثبتة 
من التحويل الموافق للجذر » . 


۷- الصيغ ثنائية الخطية 
نعر يف 


ندعی كثرة حدود متجانسة ق واحد » آئئین » . . . » أو :من التغرات صيغة . 
ست الصيغ : اولك وفقا لعدد التغیرات المحتواة . وحيلة .ع ثنائية » تايه فاع ب 6 


الصيغ اة الخطية ۱۳۷ 


نونیه ؛ وثانياء وفقا للدرجة. کخطی. تربيعى. تکعيبيی» ...۰ من الدرجة م. 


وهکذا تکون العبارة 42 + ر - ×2 صيغة خطية ثلاثية و*ر6 + ر×7 - "5 صیغه تربیعیه 
اھا ء از 


000 


تعریف 
تدعی عبارة عطي ومتجانسة ف کل من مجموعتین من التغبرات (رد .... ,ید 8 » 
(, ,... رو ,,) صيغة ثنائية خطية . 
مغلا من أجل 2 - ,و3 < . تكون العبارة 
ار + XU, ¬ SX, + 17x)‏ — رهلا XU, F LX‏ 
صيغه ثنائية ا ف جموعتي التغیرات (ر 8 6 ( و4 ويلا وبة). 
ويمكن كتابة عم ضيطة ثنائية خخطية في (د .... رين ىر و يها ,... ,ی" رعا کا 


لين 


+ aa + 6 ولاونتوج‎ +۲ ۰۰۰ + apata, )37.1( 


فاه aA Ka‏ و ها هماو Gh GUO‏ هد ود أو عو و E‏ ا اد ل EM‏ ا سك 


fiz, u) = 6۱۲۱4۱ PF aT, f ۰ عل‎ 2 


و و14 تدر كا 2 و 


حيث نفترض أن ,ه عناصر من حقل ما . 


تدعی الصفوفة (ره) = 4 ل(« ,... ,1 = /» ۶« ,... ,1 <۸) للمعاملات ك) نراها 
في (37.1) مصفوفة الصيغة الثنائية ا خطية (» ,6 وتدعی رتبة هذه الصفوفة مرتبه 
الصيغة . 

لتک | کس Y> [x‏ مصفوفة من عمود واحد 1 × 7۱ و E E‏ ۳ | 
مصفوفة من عمود واحد 1 × . فيمكن عندئذ كتابة الصيغة الثنائية الخطية (» ,)نی 
(37.1) کمصفوفه من عنص واحد : 
f(t u) = (۰ )37.2(‏ 


۱۳۸ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


وینبعی ملاحظة أن جموعتی التغبرات «و »نی (37.1) مستقلتان . وهکذا یمکن 
إخضاع اللقادير یریل واحد قي تين بای المقادير » كا هي , أ أو أا تخضع لتحويل 
تلف كليًا. 
ولنستبدل الآن ” من المتغيرات الجديدة (,لا.... ,رر .إل بالتغعرات × » وذلك 
بوساطة تحويل خطي متجانس مصفوفته 8 أي ١‏ 
FP)‏ وه b.y E ST‏ بے = 


کےا ضع بدلا من التغیرات 1 ¢ 7 من التغیرات اخدیدة ل 0 و :. ول + ۷) وذلك بوساطة 


اي نضع 

BY, U=CvV )37.3(‏ ديز 

حیث و۲ متجها عمود في كل منهیا ۸ مركبة» لا و۷ متجها عمود في كل منه| «مرکبت 
في حين أن 8 و٤‏ مصفوفتان مربعتان من الرتبتین «وهعلی الترتیب . ولدینا عندئذ من 
(37.2) الصيغة الثنائية الخطية : 

Y'(B'AC)V (37.4) 

في المتغيرات الحديدة رو ن والمصفوفة ۸ '8. 


نظرية (۴۷- )١‏ 5 
£ الصيغة الثنائية 3 شطع ۳47 - مرگ > گر التي مصموفتها 4 إذا 


أخضعنا التغمرات + إلى نخويل مصفوفته ۶ (8۲ = ۲) وا منغيرات » إلى حويل 
مصفوفته © (€۷ = ۷) » فنحصل على صيغة ثنائية خطية مصفوفتها ۸۸ 

وكنتيجة مباشرة من هذه النظرية لدينا: 
نتيجة (۲-۳۷) 

لا نتغير رتبة صيغة ثنائية خطية نحت تحویلات غير شاذة للمتغیرات . 


الصيغ ثنائيّة املع ۳۳۹ 
ونتذكر من النظرية (۱۵ - )١‏ أنه إذا كانت رتبة مصفوفة ۸4 . عناصرها من 
حقل7. . مساوية ل ۲ » فيمكننا إيجاد مصفوفتین مر بعتين غير شادتين ۲ و رتبتاهما :7 
و" » على الترتيب» وعناصرهما من بحيث إن : 
(37.5) ,|° ]2۸۵ 
وإذا اخترنا عندئذ مصفوفتى التحويلات 8 و المذكورتين فى (37.3) على آمهما 
التحويلان ۳ و0 » على الترتيب» فسیکون للصيغة الثنائيّة الخطية الناتجة المصفوفة 
الوجودة فى الطرف الأيمن من (37.5). 


نظرية (۳۷ - ۳) 

لتكن 2۸0 = (» )| صيغة ثنائية خطية عناصر مصفوفتها 4 من حقل”. . 
إذا كانت رتبة ۸ مساوية ل + » فبوساطة تحویلات غير شاذة وعناصرها من » هذه 
ا متغغرات , يمكننا رد ۰ ,)ی الصيغة القانونية : 


YU, TYA, ۲... + لا‎ 


تعريف 

يقال : إن صيعة ن 2a XU, A EK‏ = )4 )هي صيغه قابلة للتحليل إلى 
هن وس يروس سيد يوسا دجاو ب 
ا مقادير 4. 

ونبرهن النظرية التالية : 
نظرية (/ا" ‏ 4) 

الشرط اللازم والكاقيٍ لتكون الصيغة الثنائية 2 | خطیة ا ,) لرقابلة للتحليل إلى 
عوامل هو أن تكون رتبة الصيغة مساوية للواحد . 


نستثني ا حالة تنانهد یٹ تکوت الرتبة صفراء باعتبار آزدالة توجد عملیّا نی مثل 
هذه الحالة أية صيغة ثنائية خطية. ونفرض أولا أن الصيغة قابلة للتحليل إلى عوامل 
بحيث يكون 


+۱ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


2 7 4 ر )62 2 = رلا بدن‎ duj) = 3 E} Cd; tU, 


حيث لا تكون جميع المقادير © أو جميع المقادير 4 أصفارا . وبا أن هذه العلاقة الأخيرة 
مطابقة ي جميع المتغرات. فلدينا 
Cd, (i= 1, ..., 9: =1, ...,(‏ = © 

ومن الواضح أن كل محدد من المرتبة الثانية من ۸ ينعدم, أي أن : 
cd, 0‏ 
cud,‏ رين 

ومنهء باعتبار أن المقادير .© » بالفرض» لا تساوی جميعها الصف فان رتبة 
المصفوفة ۸ هی الواحد . 

وعلى العكس لنفرض أن رتبة الصيغة الثنائية الخطية هي الواحد. فعندئذ 
وبالاستناد إلى النظرية (۳-۳۷) يمكن نحويل (» ,*)بتحویلات غير شاذة إلى الصيغة 
القانونية ,له,:ز. وعكس هذه التحویلات 

اه > نا 7 7 ح ۲ 

يعيد ,إلى (» ,)۶ أي أن : 
(Zk, x) (Zl, u) = f (x, ( )37.6(‏ 
وبالتالي فإن (0 ,)/ قابلة للتحلیل إلى عوامل . 

ولكن أكثر من ذلك. إذا وقعت المعاملات ,»في (» )نی الحقل2. . 
فبالاستناد إلى النظرية (۳۷ - ۳) تقع معاملات التحويلات أيضا في7. . ومنه نجد 
النتيجة : 


Mig Cil 


= 0. 














Ma; زا‎ 


نتيجة (۳۷- ۰) 


إذا كانت الصيغة الثنائية ا خطية ,م2 » التي تقع معاملاتها في حقل”. » 


i J 


قابلة للتحليل إلى عوامل» فتوجد عوامل معاملاتها واقعة أيضًا فيج . 


وسنفترضص ٤‏ هذا الفصل من الآن فصاعدًا أن م = ص اي أن عدد المتغرات 
«يساوي عدد التخبرات #.وتکون عندئذ مصفوفة الصيغة القنائية الخطية مربعة . 


الصیغ اة الخطة ۱:۱ 
تعریف 
إذا كانت لدینا جموعتان لد .... 3 )و ليل .۰ درلة) قي کل متنا ۸ 
من التغرات. وکانت التغرات بحیث ]تنا [ذا حضعنا وال تحویل معین 
CV)‏ ع 7 6 بين ارات تتفم إلى الوا ا (1) = ¥) » فنقول عندئد ان 
المجموعتين من التغیرات ولان كوجرا دیانتا .(Cogrediently)‏ 


بها 


دا كانت 4 و مصفوفتين مربعتين « < ۸ » و غير شاذة» فتدعى الصفوفة 
C"AC‏ التحويل الكوجراديانتي Cogredient‏ ل 4 بوساطة ©. ونقول إن المصفوفتين 
4 و€ C'4‏ متطایقتان . 


ونبرهن مباشرة النظرية التالية : 
نظرية (۳۷ - 5) 


نحت التحويلين الكوجراديانتيين ل ۲ ولة : ¥€ = ¥ » 6۷ = 87 » تتحول 
الصيغة ئنائية ئية ا خطية 07 ۳4 ذات ال مصفوفة د إلى صيغة ثنائية ا خطية مصفوفتها ۸4 . 


1 ت الآن الصيغة ثنائية الخطية الخاصة : 
Rk,‏ لد . + fiz, u) = 0 LU, = 2,4 + Zl,‏ 


الى مصفوفتها 1. إذا أخضعنا التغبرات ‏ إلى تحویل 8۲ = × مصفوفته 8 . 
الشات " إلى تحویل 29 = امفيك © فتکون مصفوفة الصيفة النائة 
6 وإذا كانت مصفوفة الصيغة الحديدة 1 . فعندئذ يتحول (» ,*) / إلى 
لو ب كيدو بر نا رم = للا أي آنبا تتحول إلى نفسهاء كما بقال. 
وستكون الحالة كذلك إذاء وفقط إذاء كانت مصفوفتا التحويل 8 و) محققتين للعلاقة 
8-7 أن أن اس = '8 أو (6-1) = 8. وتحت هذه الشر وط نقول إن المتغيرات × 
وا قل ولت لاجر اديانتيا .(Contragredienty)‏ 


:۱ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


دس 


تعریف 

لتکن المجموعتان ( 2 .... ,رد ,1( = A‏ = 0 کل منهیا ب :من 
ا متنغيرات . وإذا عدت اف دما لقف بيس اس ال نحويل غير شاذ 
مصفوفته © » خضع الجموعة الأخرى إلى تحویل مصفوفته هي منقول معكوس © » 
فإننا نقول عندئذ : إن الجموعتین من التغبرات تحولان لاجرادیانتیا . 


نظرية (۳۷ - ۷) 
ال لجموعتان لاجرادیانتا . 


وبالعودة الان إلى الصيغة الثتائنة المخطية x‏ دود = 2۸۷ في مجموعتين 

من المتغيرات في كل من ١‏ متغرراء وإخضاع ادات اد إلى التحويل 

« X = (C7 (۳۷۲ (Contragredient) زا نز نوا التغبرات × إلى التحویل اللاجر ادیانتی‎ GF 

فنری أن مصفوفه الصيغة الناجه هي »۲۸ . وهذه الحقائق تبرر الصطلحات التي 
استخدمناها عند دعوة الصفوفة الأخرة التحویل اللاجرادیانتی ل ۸ بوساطة © . 





الصيخ 


الي 


أ راتاس 


٩‏ نت الصيغ التربيعية بصورة عامة 
الصيغة التربيعية العامة ب من التغیرات ,,... ,رد , ,دهي عبارة من النوع 


f) > رتيدر رم رم‎ = at + Qata + ۰۰۰ سد‎ aR, 
4 ML ToT بل‎ 0 -- EE tala )38.1( 


18 4# 92 1 FP ENR TD EB EB FE FO FF 10 0۳ ۵ 5 8| 0 0 E FPP EP EHP #8 8 8 PE E 


۳ Uni Tar! او دوم م‎ 3 + E ۳ ManTa, )0 ۳ di) 


ونفترض أن العاملات ,»هي عناصر من حقل ما”. » كا نفترض أن التغیرات × 
تتصف بخاصة ال بدال مع العاملات » ومع بعضها البعض . وتحظى حالتان خاصتان 
بالاهتام (۱) عندما يكون2. هو حقل جمیم الأعداد المركبة و(۲) عندما یکون7. حفل 
جميع الأعداد الحقيقية. وفي هذه ا حالة الأخيرة نتكلم عن / كصيغة تربيعية حقيقية . 
تعريف 

تدعى ال مصفوفة المتناظرة ارره) = ۸ للعبارة المكتوبة في (38.1) مصفوفة الصيغة 
التربيعية (:)/ . ويدعى المحدد |4| ميز الصيغة . وتدعى ١‏ » رتبة 4 » رتبة الصيغة . 
وإذا كان «>قلنا: إن الضيفة شاذة . 


إذا أخذنا [,نا .... «ر× ,ر ×] = × كمصفوفة من عمود واحد » فيمكن كتابة الصيغة 
()] ی (38.1) كمصعوفة 1 × 1: 
f) < ۲ )38.2(‏ 


۳ 


1 مدخل إلى نظرية الحددات والصموفات 


والآن إذا طبّقنا على المتغيرات تحویلا مصفوفته © : 
)38.3( (,... ,1,2 -4) رس 2 = 


3 1 


أو إذا كتبنا بدلالة المصفوفات : 
و 


فإننا نحصل مباشرة من (38.2) على الصيعة التربيعية ال 
Y' (CAC) Y‏ 


الى حوي المتغرات الحديدة ولد ,رز ,ولکن بمصعوفه هی ما با وهکذا| سحل 
النظرية . 


نظرية (۱-۳۸) 
إدا طيقنا على التغیرات اوه مواد دق صيغة تر بیعیه و نرب ) 
التحويل ا خطي (38.3) ذا ا مصفوفة © » فإننا نحصل على صيغة تربيعية جديدة 


مصموفتها 4" 1 


نتيجة (۳۸- ۲) 
لا تتغبر رنبة الصيغة التربيعية تحت تحویللات خط غير شاذة مطبقة علی 
ا متغثرات . 


من الملائم » مع أنه غير ضروري » أن نكتب المصفوفة ۸ للصيغة التربيعية في 
(38.1) كمصفوفة متناظرة . وقد نتفق. مثلا. على أن نأخذ 4 على شكل مصفوفة مثلثة 
حيث 0 = ره ([ < ) . وهكذا یمکننا كتابة مصفوفة الصيغة ,+2 = م التى تحوى 
متغيرين» وبدون أي لبس» على الشكل [مّ (] = ,۸ بدلا من الشكل المتناظر 
إن ا یه . واذا طبقنا الان عل متخبري ,والتحويل غير السا 
رطاخ نوات ينه مرا لا 


اتا نحصل عل سیک 22 - وت رتبة مصفوفتها | - ] تساوي 2 . 
في حين كانت رتبة المصفوفة 4 مساوية للواحد . وهکذا يبدو أن النتيجة (۲-۳۸) لا 


تصح هنا . وفضلا عن ذلك. ومع أن ماقت نة مت فقد لا تكون 
0 مثلثة بالضرورة مالم نتخذ تبسيطات إضافية . 


- اختصار الصيغة التر بيعية بيعية إلى عبارة تحوى حدودا مر بعة فقط 
4 الصيغة التربيعية ۸ = × ه2 = مصفوفتها 4 . فقد تعلمنا في 
الفقرة ۳۲ أنه إذا كانت » ,... ,ره ,,» الحذور المميّزة ل ۸ فتوجد مصفوفة حقيقية 
متعامدة ۲ بحيث ال 


P'AP = diag (a, , e, ..., @,) 


وإذا طبّقنا الآن على التخترات × تحویلا مصفوفته 8 . أي إذا وضعنا لام = × » فان 


با ی لدت 
(39,1) و رد FOE‏ اردع 
تعريف 


يدعى التحويل التجانس ا خطي 
7 تن أي PY‏ = 2 

الذي تکون مصفوفته 7 متعامدة بالتحویل التعامد . 

ونجد عندئذ النظرية : 
نظرية (۳۹ - ۱) 

إذا كانت ه ,... ,ره ,, © ا حذور المیزة رجیعها حقيقية) للمصفوفة التناظرة 
ا حقيقية ۸ » فيوجد نحویل حقيقي متعامد ۲ = لآ تتحول بوساطته الصيغة التربيعية 
ax‏ 2 = (۲) ال الصيغة القانونية ره + ... + ره + ره 


توضيح : لتكن الصيغة التربيعية 


مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


٩ 5‏ 27,2 — یوت = f(a)‏ 
و222 = 222 ج 2ر2 - 


2 ۱ : 
و3 -- وو 7 FF‏ + 


مصهوفتها هي المصفوفة الحقيقية المتناظرة ة المذكورة في الفقرة ۲. فمن السهل التحقق 
من أنه تحت التحويل الحقيقي المتعامل : 


0-0 1 1 
qT 2 3‏ بقلل 7 = وك 
۳ 
وي ê"‏ = وراه 
ول - ولو جر + نو ل د ون 
وي #8 ويه 1 ل ان 9۳ 


يتحول الشكل (×) إلى : 
25 - و2 = ر4 
والتحویل المذكور في النظرية (۳۹ - )١‏ هو عادة نحويل غير نسبی کا في 
لتوضیح . وفضلا عن ذلك فإنها لا تنطبق بالضرورة على صيغ معاملاتها مركبة, فمثلا 


ادا كان 

1 (]- الت 
فإن كلا من الجذرين المميزين هو صفر. أى أن العبارة القانونية (39.1) ستتطابق مع 
الصفر. وی الفقرة التالية سنعطي طريقة للاختزال ت ا إلى لا کرانج (Lagrange)‏ 
ولا خضم لأي من الانتقادين السابقين. وهي LE‏ لكلمات جاندلفینکر 
(11285اء020©) » «فیا یتعلق باللباقة لا تترك من مزید . » 


۰ - طريقة لاجر انج (Lagrange)‏ 
وس رویز ود تین نیو پا 
لتكن الصيغة التربيعية f )( = EE‏ ان © أعداد - حقيقية أو مر کبة . 


[ ۶ زا 


ونفرض آولا أن م تحوي على الأقل حذا مربَعًا واحدًا 62 أ ي أن الصفوفة 4 تحوي 


الصيغ الترييعية ۱۲ 


على الأقل عنصرًا قطریا واحدًا ۾ ختلفا عن الصفر. ون حدود / التى نحوي ,دفي 
المخطط 


MTT: 
Mii *** Qulî *** dali, 


dni Ta 


من السهل أن نرى من هذا الخطط أن 
iB‏ 35 ل = ا سل (ai‏ ل 0 + 20 + ... + ۱( 0 E‏ 0,۱( = 21 
وهکذا یکون من السهل أيضا تبيان أن الفرق 


fı = fe) - Û (az ۰ + arz, هریج‎ (40.1) 


لا محوی ت«طالا أن 0 ا أى أنه يمكن كتابة (40.1) على الشکل : 
ی ar‏ ۶ 


Zoe °°° Fo) (40.2)‏ ار *** dt; + flu‏ ی = (2)] 
لنطبق الآن التحويل غير آلشاذ: 


وناتى كا ا )ربا ساب وت ۳ r‏ = 2 
r‏ = ويد 
(40.3) : : 


ريك << وبل 


7 = 2 


وتحت هذا التحويل يصبح /على الشكل : 


۱ ۳ ۳ 3 1 
(40.4) ر ملد و "°° روتارز HF‏ ود 


الأكثر. وف الحالة الأولى يكون اختزال الصيغة التربيعية المعطاة تاما. وفي الحالة 


الأخيرة» وعلى فرض أن معامل حد تربيعي واحد على الأقل مختلف عن الصفرء 


ا مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 
فيمكن» عن طريق تحويل غير شاذ على المتخيرات ر« .... رد , ,د تخفيض ,/ إلى عبارة 
من النوع 
(40.5) 27 ۰۰ ,ا ج ويه سل 
حيث تكون ,/إما مطابقة للصفر. أو آنها صيغة فى 2 - من المتغيرات على الأكثر. 
وبإضافة المعادلة 
رواج ۷ 

يمكن النظر إلى هذا التحويل الأخير كتحويل غير شاذ في :من التغبرات . 

ويمكن أن تستمر هذه الطريقة في فصل الحدود الربعة طالا احتوى الباقي ,/ 
حدًا مربّعًا واحدًا على الأقل معامله غير الصفر. وعلى أي حال» إذا كان ,غير مطابق 
للصفر. ولكنه لا يحوى آي حد من الشكل ره فان الطريقة تفشل . ویمکننا عندئذ 
القيام بها يلى. لنعد إلى الصيغة الأصلية f‏ ولنفرض أن كل 0 = ,۾ » ولكن 0 * ,ره 
ونبرر لأنفسنا مثل هذا الفرض باعتبار أنه إذا كان 0 = ,,» فسوف لا يحوي ۶ المتغير ,× 
على الاطلاق . والآن نطبّق التحويل الذي يعبر عن المتغيرات القديمة بدلالة المتغيرات 
الحديلة . 
x, (1# 8 (40.6)‏ < ,عر 

رک کا 

ومن الواضح أن المصفوفة © في هذا التحويل الأخير هی مصفوفة تحويل أولي. وأن 
الصفوفة ۸6 تنتج من 4 بأن نضيف آولا العمود ؛ إلى العمود الأول ثم نضيف في 
المصفوفة الناجة الصف إلى الصف الأول. وعندئذ ستحوی مصفوفة الصيغة الناجة 
العنصر ,رم2 الذي لا يساوي الصفر في الموضع )١١١(‏ ویمکننا تطبيق طريقة لاجرانج 
(Lagrange)‏ 

وربها حصلناء بعد فصل ”من الحدود المربعة» على باق يطابق الصفر. وليس 
من الضروري عندئذ أن نقوم باي تخفيض إضافي . وبا أن رتبة الصيغة التي لا حوي 
إلا حدودا مربعة فقط هي بالضبط عدد العاملات التى لا تساوي الصفر فلدينا وفقا 
للنتيجة (۲-۳۸) ما يلى : 


الصيغ التربيعية ۱۹ 


ري (۱-۰) 
ل يفيف © 2 = () /رصيغة تر بیعیه 4 رنبتها + ومعاملاتها من حمل ك#. Su.‏ 


دات اعجاد نحويل غير شاد معاملانه سيد بحيث يتحول م الى عبارة من النوع 
(40.7) ساود رع + ل 


ونحصل على التحويل النهائي الذي يتحول بموجبه (*)/ إلى الصيغة القانونية 
(40.7) بتركيب التحويلات المتتالية من النوعين (40.3) و (40.6). وينبغى أن يلاحظ 
الطالب أننا نعبر فى (40.3) عن التغیرات الجديدة بدلالة المتغيرات القديمة» في حين 
نعبر في (40.1) عن المتغيرات القديمة بدلالة التغرات الحديدة . 


لنفرض الآن أن2. هو حقل يتصف بأنه إذا كان ,»عنصرا من فان ,»۷ 


التال 
ki,‏ 
O),‏ م (k:‏ (م , ۰۰۰ ,2 ,1 = 1( ر ل = 
(40.8) ۱ | 
.0 1,۰۰۰ ليم ع ) Ji = Yi‏ 
وت هذا التحويل يتحول (40.7) إلى 
(40.9) بو ERE ta.‏ ۲ 


نظرية (4۰ -۲۰) 

یمکن تخفيض کل صيغة تربيعية رتبتها + ومعاملاتها من ا حقل ا مركب 2 
بوساطة نحويل غير شاذ إلى عبارة من النوع (40.9) حيث القادیر # هي أعداد«مركبة 
كيفية » جميعها غير الصفر. 

وبصورة خاصة يمكن أخذ جميع المقادير » في (40.9) مساوية ل 1 + . 
نظرية (۰ -") 

يمكن تخفيض كل صيغة تربيعية رتبتها ‏ ومعاملاتبا من ا حقل ا مركب بوساطة 
تحويل غير شاذ ومعاملاته من ا حقل ا مركب 2. نفسه» إلى الصيغة القانونية 


+۱ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


(40.10) پم EL‏ 
ولدینا مباشرة النتيجة : 
نتيجة (4۰ - 4) 
لتكن الصيغتان التربيعيتان تيد .© 2 سر زرط متت اداد من ا حقل 


ا مركب 27 » فالشرط اللازم والكاف لوجود تحویل خطي غبر شاذ حول ارال ۸ هو أن 
یکون للصیغتین الرتبة « نفسها . 


نستنتج ضرورة الشرط من حقيقة أن الرتبة لا تتغير تحت تحویلات غير شاذة . 
ونستنتج الكفاية من حقيقة أنه إذا كان لو ۸ الرتبة ” نفسها فيمكن تحويل كل منه) 
إلى الصيغة القانونية (40.10) نفسهاء ومن ثم إحداهما إلى الأخرى. وذلك بوساطة 
تحويلات غير شاذة . 


توصيح : ستحدم طريقة لا جرانج (Lagrange)‏ لرد الصيعة التربيعية ٤‏ الفقرة 
السابقة إلى الصيغة القانونية : 
ورت + و202 — - = f(z)‏ 
)40.11( و2 ت 22 عل 212 س 
t3, — Darts — tl.‏ + 
هنا 1 - = ,ره لذا تصبح المعادلة (40.2): 


(بند ررین) ۶ + 2 + =F‏ ]2 ۶ 


خت 
رک4 ¬ ر×4 - ر6 = (و ید ,1 
وبصوره مشاءبة سو چا ر 7 ع رھ بر ۳ بحيث بحد 
کیب )4% - ود6) سل تب + رد2 - س - 2( وإذا کنا 


ونه ا وت — رن = رز 
)40.12( وك - Or‏ = ول 


03 a 321 0 


أه ۱ 


فنجد ید غير شاد يتحول بوساطته (×) إلى الصيغة القانونية 


- 7 + (3 - ۰ )4)0.13( 


ملاحظة 

ينبغي تحذير الطالب من أنه إذا كانت یود الصيغة في (40.11) » 
© مصفوفة التحويل في (40.12) . و ت ,1 ¬( diag‏ - (1 مضفوقة الصبغة 
القانونية في (40.13) » فليس صحيسًا عندئذ أن 2 = 4€ . کا قد مكل له من 
النظرية (۱-۳۸). وسبب ذلك هو أنه في (40.12) ات امترات الحديدة بدلالة 
القديمة ولیس القديمة بدلالة الجديدة كا تنص عليه النظرية 
(۱-۳۸). وعلى أية حال» فمن السهل التحقق أن ۸ = 00 


٤١‏ - تحليل الصيغة التربيعية إلى عوامل 
تعريف 
نقول إن صيغة تربيعية وره به = )١(‏ [معاملاتها في حقل. » قابلة للتحليل 
إلى عوامل إذا استطعنا التعبير عنها كجداء صيغتين خطيتين معاملاتب) في27. أو ف توسيع 
للحقل 32 . 
بقل )ات ال تة 
(41.1) 2ق + جع عة شع روحس جوع و غ2 U‏ 
قابلة للتحليل إلى عوامل. وفي الحقيقة من السهل التحقق من أن 
(×2 + ر×3 = ,×) (رند - رد + 2) = ( f‏ 
ونبرهن الآن النظرية : 


نظرية )١- ٤١(‏ 
الصيغة اک من 2. 


نفرض آولا أن الصيغة قابلة للتحليل إلى عوامل بحيث إن 


5 مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 
(41.2) ( رتیت + ... + FEES ARIFO‏ ریت عد يرع fS‏ 
فتنشأ حالتان ؛ 
حالة ]: العاملان متناسبان . وعندئذ یمکن کتابة (41.2) على الشکل : 
EF; (k #0)‏ + ... دير + 6 < fJ‏ 
وإذا لم تكن ,»في هذه المعادلة الأخيرة مساوية للصفر. نقوم بالتحويل غير الشاذ 
( غ3 4) ,۲ حاير 
FCA ۲ ۰۰۰ TCK TFT TCX,‏ ,3 © < ۲ 
وتحت هذا التحويل يصبح (×) ۴ على الشكل ۰17 ومن الواضح أن رتبة هذه الصيغة 
هي الواحد . وبالتالي فان رتبة الصيغة الأصلية هي الواحد وفقا للنظرية (۲-۳۸). 


حالة 11: العاملان الخطيان غير متناسبين. وهذا يعنى أن واحذا على الأقل من 
الحذدات من الرتبة الثانية للمصفوفة : 


و« هه که با ااي 


dd “° dg ٠ نا *** ,رك‎ 








Ca Cı 
يك وك‎ 


z0 








فنطبّق التحويل غير الشاذ 


(] مج > رع # ) Ti,‏ = 1۷ 
CATs‏ +4 ۰۰۰ عل FEZ,‏ °°° عل Yu = Cz, + ... + Cet,‏ 
E,‏ ۰۰۰ + بش + ۰۰۰ ۲ مش + ۰۰۰ ۲+ HAR‏ رل 
ویصمح () ۲ تحت هذا التحویل بل روهو من الرتبة 2. أي أن () “رمن الرتبة 2. 
وعلى العکس. لتکن ()/ صيغة تربيعية رتبتها واحد أو اثنان ومعاملاتها من 
حقل7. . فیمکننا عندئد. بالاستناد إلى النظرية (40.1) . إيجاد تحويل غير شاذ 


معاملاته من #7. وبحيث يتحول / إلى ر أو إلى نيه + إلارء وذلك ٤‏ الحالتين 
المذكورتين: على الترتيب. ويمكن تحليل كل من الصيغتين إلى عوامل علا بان 


القتیظ الرسفة ۱۳ 
معاملات العوامل في ال حالة الاخبرة لا تقع بالضرورة في2. . وإذا كان 
A)‏ ,... ,2 ,1 ع (i‏ د 2 - 


۲ j 
فمن الواضح أن العاملات‎ f9 هو التحويل الذي تتحول بوساطته الصيغ الاخبرة إلى‎ 
: ره هي عناصر من 27 » بحيث نجد في حالة کون رتبة الصيغة مساوية للواحد‎ 
(26 ۱۳ لوك م ی‎ 315 
: فحسب ونیا النظرية التالية‎ )١ - 41( وبذلك لا نکون قد برهنا النظرية‎ 


نظرية 4١(‏ -۲۰) 
يمكن دائ التعببر عن صيغة تربيعية رتبتها الواحد ومعاملاتها في حق ل۴ کجداء 
عنصر من . في مربع صيغة خطية معاملاتها م2 . 


توضيح : من الواضح أن رتبة الصيغة : 
OFZ»‏ حل ریت41 — 277 f(z)‏ 
و12 - 82 + ورتم - 
1825 -+- وتدونتة 1 — ,ونا + 
التي تقع معاملاتها في حقل الأعداد الرکبة. هي الواحد . وباستخدام طريقة لاجرانج 
)Lagrange)‏ نجل : 


f(z) — 2022, — 42, + Gz)" = 0 


أي أن («)هو جداء عدد مركب في مربّع صيغة خطية معاملاتها مركبة. . وقد نلاحظ 
عند هذه النقطة فرقا بين الصيغة ثنائية الخطية والصيغة التربيجة: ونقصد أنه بینا تكون 
الى قابلة للتحلیل إلى عوامل فقط عندما تکون رتبتها مساوية للواحد. فان الثانية 

تقبل التحليل إلى عوامل إذا كانت رتبتها واحدا أو اثنين . وعلى أي حال» فبینا يكون 
لكل من الصيئة نا تبة الخطية أو الصيغة التربيعية ذات الرتبة 1 والتي معاملاتها من 2 
عوامل خطية معاملاعها م جى ایضاء فليس من الضروري أن يكون لصيغة تربيعية 
بها ل مایا مت عوامل خخطية معاملاتها من » ملا الصيغة 2د + 2 





لیخ 
التر اعا ا لتم 


۲ - مقدمة 
سندرس في هذا الفصل الصیغ التربيعية التي تکون معاملاتها أعدادا حقیقیة 
وتعت تحویلات حقيقية بدورها. وسنشير إلى مثل هذه الصیغ بالصیغ التربيعية 
الحقيقية . وهي الصیغ ذات الاهمية الرئيسة فى امندسة التحليلية؛ في نظرية النبایات 
العظمی والصغری للدوال باکثر من متغیر واحد. في الاحصاء. وني مواضیع آخری 


۳ - قانون سیلفستر*) (:5۱1۷6:00) للقصور الذاتي (العطاله) 

لنعتر الان صيغة تربيعية حقيقية ره < = (م) ۶رتبتها + . فوفقا للنظرية 

(۱-۰) یمکن إيجاد تحويل حقيقي غير شاذ يختزل / إلى الصيغة القانونیه : 
عرد شري وقوه 

57 الیاملات ع آعداد قي حیعها تختلف عن الصفر. وقد راا أن القت 
القانونية ليست وحيدة» وبالطبع فإن التحويل الذي ننقل بوساطته / إلى الصيغة 
القانونية ليس وحيدًا. وعلى أي حال. فإنه طالما اقتصرنا على صيغة تربيعية حقيقية 
تحت تحويلات حقيقية » فان عدد العاملات الموجبة في الصيغة القانونية سيبقى وحيذا . 


وتعرف هذه النظرية بقانون القصور الذاتي . 





James Joseph Sylvester, )1814 - 1897). (%) 


هه ۱ 


۱۹ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


نظرية (۳ - ۱) قانون القصور الذای 
3 حونا صیفة رت a‏ 2 = () بوساطة نحويلين حقیقیین إلى 


212 بت ب 
yr, )43.1(‏ |,6| — ۰۰۰ — وبیلا أربيةا - ويخ lel yî F ۰۰۰ + eal‏ 
۹ 
)43.2( م |+| و و9 ی ۳ 21 آ«+و]| ۰ 2 ام SF‏ > 21 | 


فإن عدد ا معاملات الوجبة في (43.1) يساوي عدد العاملات الوجبة في (43.2). 


وقد أشرنا ب سم و م لعدد العاملات الوجبة فى (43.1) و (43.2) على الترتیب . 
وقصدنا هو البرهان على أن م = نر . إذا كان م < بم فإن الفرض م < بر هو مسألة رموز 


وبا مه توجد محویلات غير شاذة تحول ال (43.1) و (43.2) » على الترتیب» 
فهناك تحویلات غير شاذة تعید الأخبرة هذه إلى ۶ . دعنا نرمز ذه التحویلات ب: 


Elna‏ 3 = 2 1 = رم متم لا ۳ ی hat f‏ = رل 


MM E EF E ها 8ه‎ EG EBE ا‎ 8 HE #88 EFE DG Fp EE i E E نا چ‎ 5 RF ۱ FEF 5 5 8# EEE E dG FP EHED 8ه‎ 


(43.3) تم 4 .۰ و سب 6 < م2 2 1 سل ود + da‏ کڪ لا 


mM لاض‎ MEME EFE EME RH HEH FE GG HB EDE HN YD ها س لض‎ EF EER RRR a Bb E E i قا & ا‎ 


رونتمورة اد ۰ Fs‏ ۲1 = و2 02 + + + عل 03 > Yn‏ 


والمقادير 4 و ء هي أعداد حقيقية بحيث إن ۶0 |2| . 0+ || . ومن (43.1) و (43.2) 
لدينا عندئذ المطابقة 


lel (2 diz; له تن سل‎ lel (2 ۳ 5-8 |+| (2 dr.) 


4 42 20 0 وه ler)‏ حو ۳ ۳۳۳ 7 
١ ۱‏ “)رمع 2( kal‏ سل تفت سل "رنف و رم ) |6۱ 5-9 
م6 53 ٠۰ |r|‏ = رر e,‏ 3 |بی| - 


وب أن كل من العسارتن يساوي FR‏ . فلنعتير الان جموعه 0 أ مر 7 من العادلات 
المتحخاسة الخطبة 


الصيغ التربيعية الحقيقيّة ۱۷ 


ل ل الو لاض E‏ هن û‏ هدش شا اله ف ف EH EEE SEP EES‏ 


ا = e‏ + °°° عل eî,‏ = رج 


2, = رتیه + ۰۰۰ ۲ 1غ‎ = 0 
e 5 - + ı7ı F ° 2 ۲ ax ولو‎ = 


)43.5( 


a‏ ا + FEE a A ã‏ 8ه DG EER‏ ها الوذ اهن 5 اله 8 8 5 5 ۳ 6 8 مع 


وب أن » < م فلدينا « > (م - س) - «من المعادلات» بحيث يوجد حل حقيقي 
(0 ,... ,0 ,0) 6 (. 5 ,... ,ر5 ,ی ). وبتعدیل هذه القیم في (43.4) من أجل القادیر ×نجد» 
باعتبار أن هذه الأخيرة مطابقة 
lel CZ dt)" + ۰۰۰ + lel )22 AD)"‏ 
ert)".‏ ر2) ,6 — ۰۰۰ — iE)"‏ دوم [kyl (A‏ — = 

وکل حد في الطرف الایسر من هذه العادلة موجب أو صفرء بینا کل حد من 
الطرف الأیمن سالب أو صفر. وبالتالي فان (34.6) نصح فقط إذا كان كل حد مساو 
للصفر على حدة أي 


(43.6( 


f Soe e nera )43.7(‏ و 


وهذه العلاقات» وج ٠‏ بالاضافة إلى کون القادیر ‏ تحقق العادلات 

ال مم - م الأخيرة في (43.5) تبین ن آن لنظام العادلات الخطية التجانسة ال 7 
FL‏ 0 ره 2 

حا غير الحل التافه (0.... ,0 ,0). وبیا أن 0 |ر4| = |2| فإن هذه النتيجة مستحيلة 
وبالتالى فإنم = يم وهو المطلوب . 

وغالبا ما يدعى عدد المعاملات الموجبة في الصيغة القانونية دليل القصور الذاي 
للصيغة أو فقط دليل الصيغة . 

ولدینا الآن النظرية : 
نظرية ٤۳(‏ -۲) 

يمكن اختزال صيغة تربيعية حقيقية رتبتها « ودلیلها م » بوساطة نحويل حقيقي 
غير شاذء إلى الصيغة القانونية . 


۱۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


r2 
f oor FEF یی‎ — o — Fr. )43.8( 


وف ا حقيقة كل ما نضطر لعمله ه وآن نطبق على التغیرات في (43.1) التحویل ا حقية 


و “,1,2 = ê‏ ,۷ | = بج 
٩ 1, ۰۰۰ , (۰‏ ۴ ع (i‏ ۰ = 8 


نعريف 

يقال إن صيغتين تربيعيتين يتب ره 2 = () زو رنه 2 = (ر) :في كل منهیا ” 
من التغیرات, متكافئنان تحت التحويلات الحقيقية » أو نبا متکافتتان حقيقياء إذا 
كان يوجد نحویل حقيقي غير شاذ ره 2 = ,د يحول ال ۸ . ومن الواضح أن التحويل 
ا معاكس يحول # إلى / . 

ولصيغتين تربيعيتين متكافئتين حقيقيًا و ۸ الدليل نفسه . ذلك لأنه إذا كان 5 
تحویلا حقیقیا غير شاذ ينقل / إلى ۸ وإذا كان 7 ۰ تحویلا حقيقيًا غير شاذ ينقل / إلى 
الصيغة الفانونية  )43.8(‏ فان التحویل احقیقی غير الشاذ 57 ینقل ۶ إلى (43.8). 
وبالتالي فان ل وم الدلیل عم نفسه . ۱ 

ونعبر عن هذا بالنظرية التالية : 
نظرية (۳؛ - ۳) 

لا يتغير دلیل صيغة تربيعية حقيقية تحت تحویلات حفيقية غر شاثة . 

ويمكننا أن نعرض الآن النظرية : 
نظريّة ٤۳(‏ - 4) 

الشرط اللازم والکاق لتکون صیغتان تربیعیتان حقیقیتان a,‏ 2 = (یر) ‏ 
و در 2 = (6 #». کل مہا ب «من المتغثرات متکافتتین حقيقيًا عو أن یکون 
للصيغتين الرتبة نفسها والدلیل نفسه . 


تنتج ضرورة الشرط من حقيقة أن الرتبة والدلیل لا يتغبران تحت تحویلات 
حقيقية غير شاذة . (نتيجة ۲-۳۸ ونظرية 4۳ -۳). آما كفاية الشرط فتنتح من حقيقة 
أنه إذا كان وم الرتبة + نفسها والدلیل م نفسه. فیمکن تحويل كل منبا إلى الصيغة 


الصيغ التربيعيّة الحقيقيّة ۱۹ 


القانونية (43.8) نفسها. 

ونعبر أحيانًا عن النتائج العروضة في النظرية (4۳ - 4) بقولنا: إنه من أجل 
صيغة تربيعية حقيقة ب من المتغيرات» يشكل الدليل والرتبة مجموعة تامة من 
اللامتغئرات تحت التحويلات الحقيقية . 


6 - محديد الدليل 
تعلمنافى الفقرة ۳۹ أنه إذا كانت ,ه .... ,به ,»هي الجذور المميزة 
لصف وف 2 حقيقية ماظن ۰۸ فیمکتتا عنيكل تحویل الصيخة التزبيعية 
نت 2 = ()/بوساطة محویل حقيقي متعامد إلى الصيغة القانونية 
۶( + ... + ضوع + كوه 
وبالتالي فان الرتبة ءل ]هي تماما عدد الجذور التي لا تساوي الصفر والدلیل 
م هو بدقة عدد الجذور الوجبة للمعادلة المميزة ل ۸ : 
0= +1 _ ه-... + - ۳((-) + ۳((-) = |۸1 - مض 


وبها أن جميع جذور هذه العادلة هي وفقا للنتيجة (۳۰ - ۱۳) حقيقية. فان 
عدد الجذور الوجبة معطی اما بقاعدة دیکارت للاشارات(*). ومنه نجد النظرية 
التالية : 


نظرية )١- ٤٤(‏ 
إذا كانت (») [صيغة تربيعية حقيقية للمصفوفة 4 » فان دليل القصور 
الذاتي مم للصيغة هو بدقة عدد تغيرات الاشارة في الدالة الممّزة 21 - 4| 

للمصفوفة 4 . 


توضیح : إذا كانت (×) و (<) ۾ صيغتين تربیعیتین مصفوفتاهما : 


2 4 2 
B= 4 2 2 





Dickson, First Course in the Therory of Equations, (New York, 1922), Ex, 15, P. 75. (#) 


۱۹۰ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 
على الترتيب. فحدّد ما إذا كانت و ۾ متکافتتین حقيقيًا آم لا. 

حل : نجد بسهولة أن الدالتين المميزتين ل م و8 هما 
(44.1( ,100 - 60۸ + 3۸7 - ۸7 - = |۸7 - هرا 
)44.2( ۰ + (24 + 332 + ۸ — = 8-7 
تقدم الدالة (44.1) تغييرين في الاشارة بحيث يكون دلیل (*) f‏ هو 2 . فی حين 
تقدم الدالة (44.2) تغيرا واحدًا فقط في | وت بحيث إن دلیل («) و هو ال 
وبالتالي فان الصيغتين غير متکافتتین حقيقيًا. وعل أي حال. فان هاتين الصيغتين 
الوتبة نفسهاء أي میا متکافشتان تحت تحویل مركب غير شاة. 

وستعطى طريقة أبسط لتحديد دليل الصيغة في الفقرة 4۸ . 

© - توقيع صيغة تر بيعيّة 

لتكن (×) f‏ صيغة تربيعية حقيقية رتبتها + بب ‏ من المتغيرات, إذا كان م دليل 
الصيغة. فقد وجدنا في الفقرة 47 أن وم تشكل جموعة تامة من لامتغیرات هذه 
الصيغة نحت محویلات حقيقية . وقد أدخل سیلفستر (Sylvester)‏ لامتغرا اخر 0 دعاه 
توقيع الصيغة . إذا كان عدد المعاملات السالبة في الصيغة القانونية (43.8) فقد عرّف 


سیلفستر (17ع51ع19لإ5) الفرق 

(45.1) 7 ح بزح بر 
بانه توقیم الصيغة (+)/ . وبا أن 

(45.2) > ح ۷ + با 


فمن الواضح أن :ون تحدد بصوره ويله و نتحدد ب بو ۷ أو ب و" ۲ وبالتالى 
فان ۲و ٥‏ هي تجموعة تامة من لامتخبرات () 2 تحت تحویلات حقيقرة . وکنا یدید 


إعادة عرص النظرية (4۳ - 5) كما یل : 


نظرية (46 )١-‏ 
الشرط اللازم والكافي لتكون صيغتان تربيعيتان حقيقيتان (*:) /و (<) م » کل 
منهیا ب «من التغيرات متکافتتین حقيقيا هو أن يكون للصيغتين الرتبة نفسها والتوقيع 


الصيغ الم تیه أ لحقيقية 15 ١‏ 


5 - الصيغ الحدّدة وغير المحدّدة 

تعريف 
نقصد بصيغة تربيعية غير حدّدة صيغة حقيقية تحتوي صيغتها القانونية على 
معاملات سالبة ومعاملات موجبة» وهذا يعني بدلالة الدليل عر والرتبة + أن الصيغة 
التربيعية تكون غير حدّدة شريطة أن يكون + > مم > 7.ولذا كان + = مر (0 = ) فنقول 
ان الصيغة عة موجبة (سالبةغ او نصف محددة موجبة رسالبةم وفقا لا إذا كان وزع 

أو بر >>م . 
ومن الواضح أنه إذا كانت موجبة نصف محدّدة أو موجبة محدّدة فعندئذ تكون 


/-) سالبة نصف محل دة أو سالبة تحدّدة . 


نظرية (45 -۱) 

تكون الصيغة التربيعية غير ا محدّدة (:) /موجبة من أجل بعض القيم ا حقيقية 
للمتغيرات وسالبة من أجل قيم أخرى. وتكون الصيغة نصف ال محددة ا موجبة 
(السالبة) غير سالبة (غير موجبة) من أجل جميع القيم ا حقيقية للمتغیرات » وف حالة 
الصيغة ا محدّدة تقوم الساواة فقط إذا كانت كل المتغيرات مساوية للصفر. 


5 لغ شه ها كه لظ E‏ 5 كه E GB EF E‏ اه E E‏ زا و سه 


(46.1) 0 2 اب۱۵ = |D|‏ مس ل ... + daz,‏ = رلا 


ها ار اه ها RHEE‏ 4 198 #9 اک " 


التحويل الحقيقي غير الشاذ الذي تتحول بوساطته الصيغة القانونية إلى الصيغة 
المعطأة . ولنفرضص أو أن الصيغة المعطاة عبر محددة ودليلها لم (۳ >> u‏ >> 1). فتكون 
الصيغة القانونية عندئل : 


(46.2) و ست ابوب روط ير ار 


لنرمز الان ب ري للعامل الرافق ل ره في |2| » ولنخصص للمتخبرات × القیم 


۱ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


لي ددبي ر فعندنذ وبالاستناد إلى (46.1) نجد أن 9۱ رس (1 )0 سر 
وهكذا تفترض (46.2) القيمة 0 < ”|2| . وإذا خصصنا الآن للمتغيرات × القیم 
لیر ٠٠٠١‏ وير «یری) فمن (46.1) نجد أن |2 | = ,ر» ( )0 = ,برء وبالتالي تفترض 
(46.2) القيمة 0 > ۱۶| - , 

وی حالة کون (×) fموجبة‏ صف دة أو دة ل i‏ أى آن میم 
المعاملات في (46.2) موجبة» وباعتبار أن كلا من العبارات ×4 < هی عبارة حقيقيةء 
فتكون 0< (») f‏ . وأخيرا إذا كانت (*) f‏ موجبة محدّدة. أى أن ۸= ۲= س » فان 
0= (٭) ۴ إذاء وفقط إذاء كان كل (,... ,1,2 )0 - ,ر . وبالتالي 

2 4 20 1,2,۰. ( 

وبا أن 0 |2| فان هذه العلاقات تتحقق إذاء وفقط إذاء كانت جميع المقادير × مساوية 
للصفر. 
تعريهف 

تدعى الصفوفة التناظرة ا حقيقية ‏ مصفوفة غير حدّدة أو (نصف) حدّدة وف 
لا إذا كانت الصيغة التربيعية ا موافقة ۸2 = )١(‏ غير حدّدة أو (نصف) محدّدة . 


س 


نظرية (55 - ۲) 

إذا كانت © أي مصفوفة حقيقية غير شاذة فان >") هي» عندئذ» مصفوفة 
حدّدة موجبة» وعلى العكس» يمكن التعبير عن كل مصفوفة حدّدة موجبة ۸4 على 
شكل جداء من هذا القبيل . 

ذلك لان العبيغة 2 ++ الق مصفوفتها/ هی 
بوضوح صيغة محدّدة موجبة. وإذا طبقنا الآن عل المتغيرات × تحویلا حقیق 
مصفوفته 6 فان السيفة الناتجة الق مضقوفتها 66 = 6106 » هی آیضا 
محل دة موجبة . | ۱ 

وغل العکس. إذا كانت ۸ محددة موجبة فیمکننا اجاد مصضوفة حقيقية 
غيرشاذة 0 بحیث إن 1= ۰۸ . وإذا آخذنا ۳۱ <» فلديتات 0 = 07106 <۸ . 


وبعد هذا نبرهن : 


ال الخ نلق ۱۹ 


نظرية (45 - ۳) 

يمكن التعبير عن كل مصفوفة موجبة نصف - عدّدة 4 رتبتها على الشكل 
©"© » حيث © مصفوفة حقيقية مربعة # × رتبتها ۶ . وعلى العكس» إذا كانت 
» اي مصفوفة حقيقية مربعة « × :« رتبتها ١‏ » فعندئذ تکون ©" موجبة نصف 


حددة لعفا 
إذا كانت (×) f‏ صيغة تربيعية مصفوفتها 4 » فان مصفوفة الصيغة القانونية هي 


v= م‎ 


وبالتالى توجد مصفوفه حقيقية غير شاذة 8 بحيث یکون ۸ = 8'8 . ومن 
الواضح بالتجربة أن ۸۷ = ۸ . وأيضا ۸۷ = ۸۷ ما يسمح لنا بكتابة 
© '© < 8 .۰ ۷ - ۸۷8 ۸۷۰ ع ۷ A=‏ 


حيث رتبه N8‏ = € هی ۲ . 


وعلى العكس» لتكن © أي مصفوفة حقيقية مربعة « × " رتبتها + . فتکون 
عندئذ المصفوفة ۲'٤‏ = 4 مصفوفة حقيقية متناظرة رتبتها م > ء. لتكن الصيغة المختزلة 
ل 4هي 
اع اس 
.۰ = نع O,‏ ۰۰۰ ىك ۰۰۰ 0 | ح ۷ 
فس B mm‏ سس BD‏ 
فتوجد عندئد مصفوفة حقيقية غير شادة ۵ بحيث إن 


00۸90 = 0'0 . 0 - 1 


لتكن 8 = ۰00 فيتضح من العلاقة ۸ = 8'8 أن ظ 
e, (j= 1,2... (=0, (i>‏ = (۵) > 


1 = 
ویتضح بالتالي» وباعتبار أن القادیر 0 حقيقية » أنه لا يمكن أن يكون أي من المقادير 
> مساويًا ل 1 - ما يجعل ۰۸۷ وبالتالي 4 ۰ نصف - محددة موجبة . وهو الطلوب . 


١5‏ مدخل إلى نظرية العددات والمصفوفات 


نظرية (45 -4) 


كل محدّد 3 أساسي أه ۰ فة 4 موجبة نصف - حلدة أك رأو يساوي الصفره 
حيث تصح ال متراجحة إذا كانت 4 محلدة . 


نعلم بالاستناد إلى النظرية (45 -۰)۳ أن »0 = 4 . حيث © حقيقية . لنرمز 

ب ۸ للمحدد المصغر الأساسی الذي يحوي :” صفا ویقبع في الأعمدة بلسي ولي 

والصفوف ذات الأرقام نفسها من ۸ . وإذا كانت 14 عندئذ هي الصفوفة 7۰ × « المؤلفة 

من الأعمدة و مسي ,رمن © » فنعلم من النظرية (4- ۱) أن 4 هو مجموع مربعات 

مع مات ۸ التي تحوي « صما وهوبالتالي ابر أويساوي الصفر. وفضلاً عن ذلك 

فان 0 = ۵ فقط إذا كانت جيع محدّدات ۸ التي تحوي 7 صفا مساوية للصفی ولا 
يمكن حدوث هذا إذا كانت ) غير شاذة . 


وعل العکس. !| إذا كان كل محدد مصغر آساسي من 4 أكبر أو يساوي الصفی 
فیجب أن تکون ۸ موجبة نصف مددة. ذلك لان كلا من العاملات ره في داله ۸ 
ال 
"o,‏ -) 2 = |1 - م 
يكون آکبر أو يساوي الصفر» بحيث لا يمكن أن یکون 0= |۸1 - 4| جذر سالب . 
تصح التراجحة. یکون لدینا بشکل خاص 0 < |4| = ,ه وبالتالي لا یمکن 
ایضا أن یکون للمعادلة جذر مساو للصفر. 


نظرية (41 - 

الشرط اللازم والكافي لتکون الصيغة التربيعية ا حقيقية 44+ موجبة حدّدة 
(نصف - محددة) ه وأن یکون کل حذد مصغر. أساسي من الصفوفة 4 أكير من الصفر 
(اک رأو يساوي الصفر) . 


غارین 
اختزل باستخدام طريقة لاجرانج كلا من الصیغ التربيعية التى نذکر مصفوفاتها 
فيا يلي إلى عبارة لا محوی الا دو مر بعة 


الصيغ له الود ۱۹6 





2 6- 6 0 #8 3 22 
(١‏ ۲ 
4- 5 6- ۲ ج 1 لب 
1[ 4-- 2 0 2- 0 
قح ۶ © 3 6 0 4 
۳( 
١‏ اضر . كد £ ( هب "f‏ 1 
1 4 3- 2 
3 2 1 ۱ 65 
(٦ (0‏ 2 1 0 1 
1 0 1 2 
0 1 2 3 


حلّل إلى عوامل خخطية ما يقبل التحليل من الصيغ التربيعية التالية : 
¥ ( 2ر5 ¬ 7×7 + بور3 - 622 + ر + 2162 

۸ ( بزع + 10x2‏ + بورق + 322 + ره + رو 

%4 ر6 - 12×2 + ر×4 - 922 + ”ر + برد 

2×” + 522 + 122 + و8 + 22 - 102 + 11:2 - برد‎ - 232 (۱١ 

۸ مده - 12 - 6x2‏ + أن + ج + رو 


۲ إذا كانت XX‏ 24 = (×) /صيغة تربيعية مصفوفتها ۸ » ورمزنا ب » للعامل 
المرافق ل ره في عبارة |4| . فتدعى الصيغة التربيعية »دهده بش = (») ۴ الصيغة 
القرينة ل (6)/ . بين أنه إذا كانت رتبة 4 هي ۰۸-1 فعندئذ تكون () ۴ مربم 
دالة اة في المقادير » . 


۷ صيغ نظامية (Regular)‏ 
لتکن ۸ مصفوفة متناظرة رتبتها ‏ وعناصرها من حقل7. وليكن 








۱ ۳ ت ا = ول را > ول 1 = Po‏ 
22 21 
(47.1) 
ıi‏ 1 
RF , ۲ DP. = ۱۰‏ هد هس هاه شاف 83 8 = UD;‏ 
iil‏ :0 








۱۳۹۹ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


أي أن ر ترمز لحدد المصفوفة المصغرة الأساسية الذي حوي ا الواقعة ٤‏ الزاوية 
العلیا الیسری من ۸ . إذا كان 0 ج 7 ولم ينعدم أي مقدارين متتاليين من المتتالية 
...ورم :0 فنقول إن المصفوفة رب بصورة نظامية ون الصيغة التربيعية الموافقة 
۶ هي صیغه نظامية . 

وسنبرهن النظرية : 
نظرية (۷) -۱) 

إذا كانت 4 أي مصفوفة متناظرة رتبتها + وعناصرها من حقل<. فیمکننا دائ 
إجراء مبادلات بين الصفوف والبادلات نفسها بين الأعمدة» بحیث نحفظ تناظر 
الصفوفة » وبحیث تکون الصفوفة الناتجة مرتبة بصورة نظامية . 

ونبرهن أولا التمهيدية التالية : 
تمهيدية (1۷ - ۲) 

كل مصفوفة متناظرة 4 رتبتها م حوي على الأقل ددا مصغرا أساسيا واحدًا غير 
منعدم من الرتبة 7 . 


لبرهان هذا نأخذ محدّدًا مصغرا رتبته م ویقم في الأعمدة ,أ ...یا من 4 . 
ولنحرّك هذه الأعمدة في اتجاه الأعمدة التي تقع أمامها حتى نصل ما إلى الواقع ال , 
الأولى . و بعل إجراء الممادلاات نفسها بالنسبة للصفوف نحصل على محدّد غير منعدم 

من المرتبة + واقع في الأعمدة ال م الاول . وهذه الأخرة تكون عندئذ مستقلة خطياء 
في نين يمكن التعببر عن كل من الأعمدة ال - » الباقية کترکیب خطي فيها . وبطرح 
مضاعمات مناسبه لالأعمدة ال م الأولى من 1 من الأعمدة ال - م الباقية نجعل 
هذه الأعمدة الأخيرة مساوية للصفر. وبانجاز العملية نفسها باللسبة للصفوف نختزل 
الصفوف ال - : الأخيرة إلى الصفر. وتکون الصفوفة الناجة من الشکل : 


1 


١ 
١ 
1 
١ 
١ 
۱ 
١ 
Û لغ ۱ 0 ق تچ بع‎ 0 | 
1 
ل ۰ ۱ 8 ا 8 ل‎ 
۱ 


اة ال ا 11¥ 


وبا أن رتبة هذه الصفوفة هی + , فلا بد أنه یکون الحدّد الذي ضري صفاه والواقم 
في الزاوية العلیا الیسری. ختلفا عن الصفر. وهذا بوضوح محدّد مصغر أساسی من 
۸ . 

وبعد ذلك نيرهن التمهیدیه التالية : 
مهيدية (۷ - ۳) 

إذا كانت 4 مصفوفة متناظرة غير شاذة من الرئبة ۰ فیمکن احضاع صفوف 
4 إلى مبادلات» وإخضاع الأعمدة إلى ا مبادلات نفسهاء بحيث نحفظ تناظر 
الصفوفه » وبطريقة لا يكون کل من ,و و _ مساويا للصفر. 


من الواضح أن العبارة صحيحة من أجل مصفوفهة ة عبر شادة من الرتبة 1 أو 
یا بر اذ 1 برقع س دل لتكن ۸ الآن من مرتبة ما « . 
ادا كان 0 ے فلدینا 0 , .2 وإذا كان 0 = ب» الا أن 0 جر . فاننا تح 


ri 


الصف : والعمود ¡ فوق الصفوف والأعمدة التي تليها ونضعها في الموضع الأخبر. وفي 
الصفوفة الحديدة لدينا 0 ره - , _ ,م . 

لنفرض الآن أن كل 0= » . فعندئذ تكون إحذى العناصر 0= وعل 
الأقل (1 - ۰ ... ,1,2 < ) غير مساوية للصفر باعتبار أن ۸ غمر شاذة. لت ك 
الآن الصف : فوق الصفوف ال 1 - : - » التي تليه مباشرة بحیث نضعه في الوضم 
(1 - ). لنقم بالشىء نفسه بالنسبة للأعمدة. وعندئذ تكون 0 , , _ ,»ف المصفوفة 
احدیدة. ومن النتيجة (۱۷ -4) لدینا: ۱ 


ف تمت ۰-1 1 - با 


55 10-20 2 








a لاحم‎ Cnn 


وبا آن ۹ و 1 اور زاو ای 1 سوک ,بر ,> فلدينا: 
(47.2) 0( #۶0 ايت 3 پا ورگ 


(#) من الواضح أن هذه العلاقة تصح أيضا في الحالة التي یکون فیها 0 = ,ريه » ۱0 - م1 - ٠»‏ 
ولكننا سنتفق ٤‏ هده الحالة على مبادلة الصمين الأخيرين والعمودين الأخيرين من 4 وبحيث 
يكون 0 + ا روگ برص قي المصفوفة الحديدة ۰ 


۱۹۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


وهو الطلوب . ولکن لدینا» آکثر من ذلك. النتيجة التالية : 


نتيجة (۷) - ۶) 

إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية متناظرة وکان 0« مر  _‏ 2و 0 - , _ م » فعندئد 
يكون ل ر _ ,و ,مر إشارتان متعاكستان . 

عن 2 ل عوضع تایح مت اة النظرية ۷ ) . فبها أن رتبة 4 هي 
٣‏ فهى تحوي . وفقا للتمهيدية ٤۷(‏ - ۰۲۲ محدّدًا مصغرًا أساسيا واحدًا على الأقل غير 
منعدم وحوی ‏ صفاء وبإزاحة مناسبة للصفوف والأعمدة يمكن جلبه إلى الزاوية 
اليسرى العليا من ۸ . وعندئذ يكون لدينا 0 # ,م . وبالاستناد إلى التمهيدية 
50 - ۳) يمكننا الآن القيام بانسحابات فيا بين الصفوف ال م الأولى والأعمدة 
ال الأولى وبطريقة يكون فيها إما 0 , _ ,مأو 0 ر_.م . ویمکننا الاستمرار فى هذه 
العملية حتی د تصبح المصفوفة الناتجة آخیرا مصفوفة مرتبة 2 بانتظام . 


2/6 - طريقة بيقة کر ونکر ) (Kronecker‏ ى الاخترال 
سنقدم الآن طريقة أخرى لاختزال صيغة تربيعية» وهي تعود أساسًا لكرونكر 
(1670060161) وسنشير إليها على أنها طريقة کرو نکر ۱ 
ادا كانت 42" = رم بك =  )(‏ صيغة تربيعية معاملاتها من حمل . 5 
وإذا كان 7+0 په = , _ ,م » فيمكننا إيجاد تحويل غير شاذ معاملاته في27. ويحول («)/زل 
Î‏ م 
)|4 3 ,2 , الم بر + PP;‏ 2 
وق ا حقيقة مثل هذا التحويل هو 

(1 - ۸0 و... USL‏ زه + نود ع 

a r (48.1)‏ < پر 
إذا رمزنا ب 8 لصفوفة التحويل (48.1) فينبغي أن يلاحظ الطالب أن الأعمدة 
ال 1  -‏ الأولى من 8 هی نفسها كما في المصفوفة 1 » بين| يتألف العمود من 8 من 
العوامل المتممة لعناصر العمود من ۸ . ونرى في الحال أن 0 ,ره = |8| . وفضلا 


الصیغ التربيعية الحقيقية ۱۹۹ 


عن ذلك. عند تشکیل الحداء 48 نجد اولا باستخدام الخواص الاساسية 
للمحدّدات : 


1 0 0 0 
0 1 0 0 
B'AB = B(AB) = ۰.۰ ° 
0 0 1 0 
nı ۰ ۵ Cn ۰-1 Can 
۱1 01 ,a-1 0 
0-۱ 6-1 الو‎ 0 
65 1-د, ولا‎ Dn 
0 ا‎ 0 
* متا‎ a 0 


0 & 0 hak 

وهذا يرهن بوضوح التمهيدية (۸) - .)١‏ 

رهن الآن: 
تمهيدية (18 -۲۰) 

ادا كانت 4,۲ < 2 = (1) /رصيغة تربيعية معاملاتها من حقل ۰ وكان 
20 بر يه = ,-برر- هو ۷0 ,_بر ينه » فیمکن اجاد حویل غير شاذ معاملانه من. 
ويحول (1) ۶ إلى 0 

(pa. = (۰‏ 20 - ماس م9 + aê,‏ 2 = 2و 


ونطبّق أولا التحويل التالى ومصفوفته © : 


(2 ص ووا د 2 ,1 = 4( inn‏ = ۱/۵1 - و , Xi‏ بت 17 = ود 
E 8 Ca--1 nbn (48.2)‏ ۱-۱-۱ , 1 - ور = رو 


دا FF‏ امي < م۳ 


إذا شکلنا الآن الجداء ۸6 ولا ثم استخدمنا الخواص الأساسية للمحدّدات» فنحصل 
على الصفوفة التالية كمصفوفة الصيخة الجديدة بعد التحویل 


مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 





0 0 1 ( 
0 1 0 
ظ حص 2 عبوجو ري ود َ*< 0۸0 ۳ و 
1 هو 1عوا سول 0-1 ات ات و-ورج 8 Cia]‏ 
m~ lm Can‏ وا ا ان وت Ain‏ 
E ۲۰۰ ۵ )48.3(‏ 
Û‏ 0 وعموه 
0 0 28-2 - ول 
Pa 0‏ 1-2 - ولا 
Pn‏ 0 دوم لا 
ı1 Cin-3 0 0‏ 
0 0 2-3 - هلا 1-1 | = 
+1 - وا 0 0 ا 0 


0 ول 1 - یا 0 ا 0 
الصيغة الحديدة هي إذن : ۳ 
(48.4) لاد هلاء :د20 YY: F‏ 2 


وإذا طبقنا الآن التحويل الاضافي : 
a‏ ورین ۳ (i=‏ 4 : 
(48.5) 2 لصوت ور 


ر 7 و 

نحصل على الصيغة (2) ع ا عرضناها ف التمهیدیه . 
ونحن الآن جاهزون لاعطاء طريقة کرونکر )Kronecker(‏ لاختزال صيعة 
تربیعیه ۸ = ()] إلى عبارة تحوي حدودا مربعة فقط). لتکن ۸ مصفوفة 


)#( مع أن الاختزال نفسه قابل للتطبیق على صيغة معاملاعها في أي حقل. ميزه لا يساوي 2 


فان الحالة الأكثر آهمية هي تلك التى يكون فيها 2. حقيقيًا. ووفقا لذلك فستقتصر مناقشتنا 
عل هذه اطرالة. 


ااص 3 الترببعة اش : ۱/۱ 


مر بعة ۸ × ۰ رتبتها + وعناصرها آعداد حقيقية . وبإعادة ترقیم المتغئرات» إذا 
كان ذلك ضروریا؛ يمكن تحویل (») ۶ إلى صيغة نظامية أي أنه لا يوجد في التتالية 
۱۰۰۰۰-۱۱۰ ووم و1 ح Pg‏ 

حدّان متتاليان منعدمان و0 ۶ ,م . والأعمدة ال + الأولى فى الصضوفة الجديدة 
4 مستقلة عا في حين يمكن التعبير عن كل من الأعمدة ال ۸-7 الباقية 
(إذا كان + < ”) كتركيب خطي في الأعمدة ال الأولى. وهكذا إذا أضفنا إلى كل 
من الأعمدة ال + -« الأخيرة مضاعفات مناسبة للأعمدة ال الأولى» وقمنا 
بالعمليات نفسها من أجل الصفوف. فإننا نحصل على صيغة غير شاذة فيها + من 
المنغيرات. ومصفوفتها هي المصغر: × ١‏ الواقع في الزاوية اليسرى العليا من 
۸ . ومن السهل أن نرى أنه يمكن النظر إلى هذه العملية كتحويل حقيقي غير 
شاد للمتغيرات. ۸-۲ والمصفوفة 2 من الشكل 


1 0 ۳ 3 
سي ی وت‎ i RE aE E 
D = 0 ۳ 1 ۱ dı ۳ مسب‎ 
0 0 ۱ 1 0 
9 0 
0 0 ۱ 0 1 


إذا كان 0 , _ م فإننا نستخدم التحويل المذكور في التمهيدية (544 - )١‏ لعزل 

حد مربع واحد 7م _,۳» معامله موجب أو سالب وفقا لما إذا كان الزوج من الحدود 
,9-۰۳ 

يمثل استمرارا أو تغيراً في الاشارة . وعلی أي حال» إذا كان 0 - ,,* = ,,م . فعندئذ 
وبالاستناد إلى النتيجة (4۷ - ۳) يكون ل _ ,مو ,م إشارتان مختلفتان. وإذا كان 
۰0,0 فيمكن مبادلة .العمودين الأخيرين فيا بينبها والصفين الأخيرين فيا 
بيهم والحصول على , _ ,م جديدة مختلفة عن الصفر. وبتطبيقين متتاليين للتمهيدية 
»)١ - 4۸(‏ نعزل حذین مربعین لما إشارتان مختلفتان. وعلى أي حال. إذا كان 
0 = © فعندئذ 0 , _, به بالاستناد إلى (47.2) ونستخدم التمهيدية (۲۰-۸) 


ا ا 


۱۷ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


لعزل حدّين مربعین هیا أيضا [شارتان متعاکستان. وبالاضافة إلى ذلك نلاحظ 
باعتبار أن احذین ر _ ,مو ,ممن |شارتین متعاکستین. أن التتالية الحزئية من ثلاثة حدود 
بات وی PF.‏ 
نمثل بالضبط استمرارا واحذا وتغیرا واحدًا في الاشارة. وذلك بصرف النظر عن الاشارة 
المنسوبة للحد التلاشی , ,2 . 
ویمکن الاستمرار بهذه الطريقة حتی تکتب الصيغة التربيعية العطاة كعبارة 
تحوي حدودا تربيعية فقط . وبالاضافة إلى ذلك فإن الناقشة تبین أننا برهنا: 


قاعدة حاند لفینکر (Gundelfinger)‏ 
لتكن ۸ = () ر صيغة تربيعية نظامية رتبتها ‏ ومعاملاتها حقيقية » ولنعرف 
متتالية المقادير م كيا يل : 


Mı 9 
هي‎ 


JP > ii, Dy =‏ ۳ > و1 








(48.6) 2و2 وا 








إذا خفضت )۶ إلى صيغة قانونية باستخدام تحويلات حقيقية فان عدد 
المعاملات الموجبة في الصيغة القانونية هى بالضبط عدد مرات استمرار الاشارة وعدد 
العاملات السالبة هو بالضبط عدد مرات تغير الإشارة في المتتالية (48.6) حيث يمكن 
اعتبار الحد النعدم ک + أو - الا أنه لا بد من عذه. 

ولدينا في الحال النتيجة : 


نتیحه (۸ ۰ ۳) 
الشرط اللازم والكافي لتکون الصيغة التربيعية ا حقيقية ۸2۷ = (:) / موجبة 
و 5 (حددة) هو آن یکون كل حد في المتتالية )48.6( موجبا (و ۲۷ ) . 


الصيغ التربيعيّة الحقيقيّة رت 


توضیح : لنعتبر الصيغتين التربيعيتين (×) f‏ و () م للفقرة 44 » ومصفوفتاهما 


على الترتيب هما : 
۵- 4د © | |52 2 4 
.او 2 4 ا عم 4 1 2 إع ۸ 
1[ 2 2 -) [(8- 4 2- 
فمن أجل هاتين الصيغتين نجد أن متواليتي المقادير مهما على الترتيب : 
.28 2 سب ۳1 ,1 B:‏ 


وتقدّم المتتالية الأولى استمرارين وتغيرا واحدًا في الإشارة» أي أن الصيغة 
التربيعية تحوئ معاملين موجبين ومعاملا واحذا سالبًا. إلا أن المتخالية الثانية تحوي 
استمرارًا واحدًا وتغبرین» أي أن للصيغة القانونية معاملا واحدًا موجبًا ومعاملين 
سالبين. وتتفق هاتان النتيجتان مع ما وجدناه في الفقرة 44 . 


تماريسن 

)١١- ١‏ في التمارين من ١‏ إلى ١١‏ في نهاية الفقرة "4 اعد رام المتغيرات» عند 
الضرورة» بحيث تصبح الضيخة نظامية» وعندئذ حول الصيغة مست‌خدما 
اختزال کرونکر إلى صيغة قانونية . 


1۲( الطلوب نفسه فى التارین ۱ - ٩۱‏ مره أجل | نتین اللتین مصفوفتاهما : 








2 1- 8 9 5ب 
2 1 :61 4 2 
قب فك و- 6 3 


۳( ادا كانت f )( = 2 ape‏ صغهة تر بيعية -حشيقية به فاوجد بدلالة ۳و 6 


الشرطین اللازمین والکافیین لیکون ۶ قابلا للتحلیل إلى عوامل خطية حقيقية . 


۱۷ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوقات 


6 إذا كانت () f‏ صيغة تربيعية حقیقیه مصفوفتها 4 وکان ۸ أي عدد حقيقي 
موجب أكبر عددیا من أي جذر مميّز سالب ل ۰۸ فبين أن الضيقة لایس 
ره ax, + kK‏ یر تحدّدة . 

۵ برهن أن الشر طین اللازمین والک‌افیین لیمکن التعبیر عن الصيغة التربيعية 
الحقيقية 262 + ×2ع2 + بردم 2 + ی + ”رط + :ياه على شكل جداء عاملین 
خطبین حقيقين متميّزين هما الشرطان : 


ac > f + g + hî‏ + ما + مه و 0<]/ ù‏ ا 
f 6‏ 0 
5) لنفرض في متوالية القادیر م في (48.6) أن 0= , _ ,مح ,رو 0 + رص _ رم ف 
أن المتوالية الحزئية ,م ,0 ,0 ,و _ ,متمثل تغيّرين واستمرارًا واحدًا في الإشارة أو تغب 
واحدًا واستمرارين في الاشارة وذلك وفمًا لا ذا كان و ,مو ممن الإشارة نفسها 
أو من إشارتين متعاكستين . 
۷ استخدم التمرين السابق لتحدید دليل المصفوفتين 


e 2‏ با 


0 0 1 1 

Û 2 و باق‎ E 

۳۳ 9 -9 ٩ 5 
1 1 1 ۵ 


تحقق من النتيجة بإعادة ترتیب الصفوف والأعمدة في کل مصفوفة وتطبیق قاعدة 
حاندلفینکر .(Gundelfinger)‏ 
۸) لترمز ۸ و 8 لصفوفتین مربعتین حقيقيتين متناظرتين» ولتکن ۸ موجبة محددة . 
(۱) 8 أن الحذور ,م .... ,رم ,,م للمعادلة 0 = |8 + ۸ هي جميعا حقيقية . 
مم ين ایضا آنه ترجد مصفوفة حقيقية غبر شافة 8 سيق ان 1 - ۸ . 
( .۵ < ,وه ريم) RK BR = diag‏ . 


الم ایج ا وين 


4 - تطبيق في مسائل النهایات العظمى والصغرى 
لتكن (2 ,ر ,»)م = ه دالة حقيقية فى المتغيرات الستقلة الثلاثة × » رو 2 . 
ولنفرض أن 
)49.1( 0 2 59 3 45 2 
عند النقطة (م2 ,,نز.,*) = ر۶ . ولنعتير مصفوفة الشتقات من المرتبة الثانية حسوبة عند 
النقطة ا وي : 


| مد[‎ he hs 
Ho 5 [a fur 57 )49.2( 


مس (مو عل عم 


ویبرهن فى الکتب الدرسية في الحساب التقدم أنه : 
إذا كانت ,71 مصفوفة محدّدة موجبة » فان ل /نهاية صغری عند النقطه ,7 
إذا كانت ,77 مصفوفة محدّدة سالبة. فان ل نماية عظمی عند النقطة ,۶ 
إذا كانت ,#7 مصفوفة غير محدّدة» غير شاذة أو شاذة» فليس ل لا نهاية عظمى 
ولا نهاية صغرى عند 10 ؛ 
إذا كانت ,1 نصف محددة فان الاختبار يفشل . 


ویمکن تطبيق القاعدة على دالة (۲ ,)7 = ه أو ()/ = ه في متغيرين أو متفر 
واحد على الترتيب» حيث نعدّل (49.1) بصورة مناسبة» وحيث نضع في الحالتين على 
الترئیب : 


بدلا من المصفوفة ,7 الذکورة آنفا. 


توضیح : اختبر من أجل النهاية العظمی والصغری الدالة 
(0 < و) تر رح ر3 عدم 


۱/۳۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


لدينا 
ف ا 37 
3 = بوم3 = 4 3 ع بروة - تل 
بحيث إل 


ی - ام-0 ۱ 2 
0= و = و عند (0 ,0) ,7 وعند (4 ,4) ,۳ . 
ف عا و Ê < REE HE aE‏ عد f‏ و نه 3 6 

مصفوفة المشتقات الحزئية من المرتبة الشانية هي رم _ عد | < 1۳ .. 
وعند النقطة (0 ,0) = ۴ نجد أن المصفوفة إل مه ] ۸ غير محدّدة» وبالتالى 
فإنه ليس ل ه لا نهاية عظمى ولا نهاية صغرى عند (0 ,0). وفي (۵ ,») = ,۶ لدينا 


هم ب ] = 4 وهي محدّدة سالبةء وبالتالي فان له نهاية عظمى قيمتها تم = ده 
عند النقطة (۵ ,ه). 
۱ ماریسن 
انحص کل دالة ما یل من أجل النهاية العظمی والنهاية الصغری 
(z - 1( + 200 + 1“ (۱‏ ی 
۲( ۰ ل 6 - 5y” + 6z‏ + 22 + 2 = وه 
م« 1 - 6y‏ - 62 + تن + 102 + ے7 = س 
: ) ۰ + 4 - 52 - "ر + بون + ۵ < وه 
8z - 12y - ۰ (‏ - ۵2 - ے4 + تج = سw‏ 
(٦‏ ۰ + 502 - 18 + 227 + 102 - 22 - ريرك + او + ”رو + ے = س 
2y + 2022 + 22 + 22 - 12y + ۰ (۷‏ - 2ج + "ر + "4 = س 
24y + 822 + ۰ (۸‏ - 22 + 82 + 222 - ره + 172 2 + تج = س 
٩‏ ( .۷ - لاد - که - پا + يون ع مه 
o. (1۰‏ + ريك سا برق ع ر س 2y‏ + ے = س 
١‏ .5 + 8 - "ے2 “ی + لو = و 


۱( ۰ + و8 - وه + گر + 2° = ع 


CE.‏ کے 2 س ت 


|| 


۱۳( ۰ - و8 ل یه عل فينع - و ع جع 


۱( ۰ - وه + ”4 + 2 + ره 


تحقق أن لكل من الدوال التالية النباية العظمی أو النهاية الصغری التي تشير 


2 


۵( 5 + “برو - ہ6 - ر + رر + ابر = 2 [نهاية عظمى عند النقطة (0,0) ], 

۹( بر - ر = بريد + گر + گر < 2 [نهاية عظمی عند النقطة (0 ,0) . صغری عند 

لد ,)+ » صغرى عند ( ۷3 - , 1/3/2) + ]. 

۷ (0< ) ,(» - ر + ») (ر - ) (× - ه) = 2 [نهاية عظمی عند (20/3,20/3) ] . 

(x+y) ۷۸‏ 5 + بر ساد + × 5/7 = 2 [نهاية عظمی عند (7/6 ,۰۳/6 (57/6 ,57/6) 
وصغری عند (37/2,37/2) ]. 

۹( ۰( + ”ر + ) *( + رط + ×ه) = z[نہاية‏ عظمی قيمتها © + 92 + 2ه = ج عند 
تشه a‏ ,6) ]. 
اختبر کلا مره الدوال من أجل النهاية العظمی أو النهاية الصغری عند المدأ : 

۰ 27 - ر + شير = ر2 ےر + گر = رن 

۱ ۶ + ر2 + × + نورد + ر5 - ڈ2 = س 

۲۳ استخدم الدالة “بر2 + × = (ر ,«) مللتحقق من أنه لكي يكون للدالة / نهاية 
صغرى عند النقطة (,× ,,×) 2 فليس من الضروری أن تكون المصفوفة 7۷ محدّدة 


5 المميز لمعادلة جيرية 


(50.1) 0 >- 4۾ +. ا و 

معادلة جيرية معاملاتها آعداد حقيقية أو مركبة . ادا کانت ود برد فى جذور 
العادلت فتدعى العبارة | 

۸ - 3 (zt, = و7‎ 5 (50.2) 


f> 


۱۷۸ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


حيث يمتد الجداء فوق جميع ال (1-)7_ ڪا فق تواقيق اذى رن ا 
آزواحا میز العادلة (50.1). . ویتضح اسر 0 9و يتغبر عند إجراء 1 بين أى 
جذرین من جذور العادلة ؛ أي أن 4 دالة متناظرة في جذور العادلة (50.1) » وکا هو 
معروف جيدًاء یمکن التعببر عن ۵ ككثيرة حدود (, .... ,ره ,,۵) ۲ في معاملات 
() ۲ . ویمکن استخدام مصفوفه فاندرموند (عل07 .)Va de"‏ 


۰-1 


۲ 261 Fy +۰ و‎ 


(50.3) را وه ... شي وید 11| ع ۲ 
r‏ جا يد 1 


التي نافشناها في الفقرة 8 ۱۲ لمتكيل دبال مرها اوه مد أجل 4 . وق الحقيقة. 
وبالاستناد إلى النظرية (۱۳ ۰0۱ اور 


۳۳0 ۷۰۷۲ = 
ع الرموز العتادة, دعنا نکتب : 
SEE ETE ) 1 Ig A — )50.5(‏ 
۷ = و5 
وبإجراء عملية الضرب نری بسهولة أن 
| دیق * FF O Kol‏ :5 | 
n‏ 5 5 °° و5 8۱ 
(50.6( 
| 2-مپیه ° S2r-3‏ ,8 8-1 
2- و ° Sur‏ *** هوق 8-1 





ویمکن حساب ,دهناء وهو بالتعریف مجموع جذور العادلة 0 = (×) ۴ بعد رفع كل منها 
إلى القوة : » باللجوء إلى علاقات نیوتن (۷000) *). 


Dickson. First Course in the Theory of Equations, (New York, 1922), pp. 135-136. )3۴( 


الصيغ التربيعية الحقيقية ۱۷۹ 


8, رن ل‎ = Û 
و8‎ + 6,۵, + 26, = 0, (50.7) 
8: F a81 ۲ ۰۰۰ + رورع۵‎ + ia; = 0, (2 < n) 
8: عل‎ Sr + ۰۰۰ رقمو د‎ +۳ a8. = 0 ( > n). 


ویمکننا حل (50.7) من أجل كل من ,هفنجدها على شکل كثيرة حدود في ,ره .... :6,۰4 
وبحيث یصبح الحداء ۷۷ مصفوفة متناظرة عناصرها كثيرات حدود في معاملات .F(x)‏ 

فالا سحاد إلى النظرية (۱۳ - )١‏ فان ۷ ۰ وبالتالی ۷۷ » یکون شاذا اذا وفقط 
إذاء تساوي اثنان من المقادير × » ولكن يمكن استخدام (50.6) لتعطينا معلومات أكثر 
من ذلك . لنفرضص أن م > م بالقيط من الجذور في (50.1) هي حذور محتلفة بحيث 
تکون : 

n)‏ 2 , کرد .2 x) (r= xy)‏ ) = )م 

ولنشکل الحداء التالى للمصفوفات : 





2 ,2 0111 0 وا 3 .۱ 
MOS‏ ای ۰۰ & 0۱۱1 r‏ هي« 0 و27 7 
ا 2 1 م 0 0 ا 3 
وبا أن (50.5) تصبح في هذه الحالة : 
a +, 3‏ ۷ = .8 
فمن الواضح أن جداء المصفوفات ف )0.8 هي على وجه الدقة. الصغر الأساسي ذو 
اسسا 
e‏ ۳ 50 
TET TET )50.9(‏ 70 
وب بقل ۰ 5٩-1‏ 


الواقع في الزاوية الیسری العلیا من ۷۲۷ في (50.6). وبا أن الاعداد ,× ,... ,ید ,× في 
(50.8) متميزة , فان مصفوفة فاندرموند (عل”0 )Va nde"‏ في (50.8) هی » بالاستناد إلى 
النظرية (۰)۱-۱۳ غبر شاذة وبالتای فان ۳ غبر شاذة» ولذلك فان رتبة ۷۲۷ في (50.6) 


۱/۸۰ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


هي . على الأقل. + . وفضلا عن ذلك» وباعتبار أن رتبة ۷۷ لا يمكن أن تتعدی رتبة 
اوفقي ۰۶ فلا بد آن تکون الرتبة مساوية اما ك «. 

ومنه نجد النظرية : 
نظرية ۵۰۱ )١‏ 

رنبه الصفوفة ۷۷ في (50.6) تساوي عدد ا جذور الختلفة في ا معادلة 0 = (2)” . 
وهذه النتيجة » مثلها مثل تلك ا معبر عنما في ا معادلات (50.6) و (50.8) تصح سواءً 


كانت جذور () 7 حقيقية أم هركي 

وبصورة خاصتة, دعنا نفرض أن ری یاس فعندئذ 
وباعتبار أن ۷ حقيقية وأن كل اف (8 0) موجب» فإننا نستنتج أن الصفوفة ‏ محدّدة 
موجبه . 

ومنه نجد النظرية التالية 
نظرية (50-؟7) 

لتكن 0= يه + ... + “ره + "دك (د) # معادلة جيرية جذورها Reel‏ 


ولتكن ۷۲۷ الصفوفة الربعة « × « ا موافقة هذه العادلة وا معرّفة في (50.6). إذا كانت 
جدور 0 یمه حقیقیه و منہا بالضبط هي ججادور ت . فإن رتبة المصفوفة 
۷ تکون 7 » وفضلا عن ذلك پوو سییر دا اا والوافع في الزاوية 

الیسری العلیا من ۲۲۷ هو مصفوفه حددة موجه . 

قش ازع أن معاملات العادلة 0 = (×) ۴ حقيقية وان للمعادلة من آزواج 
الجذور المركبة المختلفة . 

و8 Ê‏ ,... مو9اف 2 عد ها 2 به 

وهي مکررة على الرتيب» ولا :۰۰۰ دولا ولا هرق وها 25 -م من الجذور الحقيقية المختلفة 
,ء٠٠‏ ۷,۷ وهي مكررة» على الترتيب ,ا ,... ,را ,۷مرة. 

اذا کتنا 0 بن = (a, + i8)"‏ 
فمن الواضح عندئذ أن 

(a, = 18 (“ = a ۳ 


ویمکن كتابة مصفوفة فاندرموند )Vandermonde)‏ في (50.8) على الشکل : 


١ ! ار‎ FES ۱ ارآ‎ 0 ۰ ET زو‎ ۱ ۱ ۱ 12 





( د -- ] ) زه - ] ) زد - ] ) (د-]) زد ۲ ) زد - ۲ ) 2 تم 

Ie 1 ۱‏ ۳ # تا 8 0 2 1 هاه يأر ۱ 

2 ٣ 02 (3) ك0‎ 0 ) 05 - * 4 
۷ 

12 0 2 6 8 ۷ 8« 7 8 ا 8 FF‏ 8 ار ۱ 





13 1 1 سس 1 ا نع اقا ا : ۱ : ٠‏ تت و E Fw‏ لا 3 با لذ ۱۳ ۱ 1 
(4-]) 7 رد “رادو ره-۱) نت و ر را 1-7 ی و 


8 ا نا ا ف ټ ڪڪ لض اله ا اله ال ا اط اخ م لو ف a gg‏ ل FF‏ ا FF‏ اش اع MM KH‏ و 5 اه و إن ال ها اقا 5 i‏ شد و ها i‏ ىا هذ اله E bb MM Eb‏ ای a‏ فا اها ىا EB‏ الا وا ED‏ ا ل لش ضف اهن اله mm a ab a‏ 


ال 


ور 


مد 
E E‏ 
- = 


۱ 


۱۸1 


F۴ 


W حبت‎ 


چ اهو 


W!AW 
شادة‎ 


ة و هر - 


,۷۷ هی المصفوفة المّه 


ره 


۳ 


۳ 


JW 


(M, r‏ فق ۳ و 


V'NV = 


r 


3 


— 
س 


على أنها 


1 اك 


مصموفه قو 


الب قطر 
السحقه من أن المصفوفة الره 


و ج, 
بع بذ 
"بن 3 
2 ابه 
0 
إل 


بصورة مشابهة إلى ,34 . فمن السهل 


1 ۱ 
| ۱ ۱ 
5 1 | ۱ 
مت چ | ۱ ۱ 
| | | 
a SS EES‏ 
3 ۵ ۱ 
| | ۱ 
| بعص 1- ۱ ۱ 
١‏ | ۱ 
تن a‏ ع ع ا ساس ل هه 
۱ | ۱ 
۱ | 3 
سنت ا وي اڪ وي ا ي 
۱ | | ب 
,3 ت 
۱ | | 
۱ ۱ | ج 3 
|| 








حيث 


تكون القوالب | 
إذا عرفنا الأن 


(blocks‏ في 


1 
۴ 


M‏ ال 


لاتقع على القطر | 


ئیس آصفارا . 





سم ییا | | | 
١ ۱ ۱‏ 
۱ ۱ | 
| | | 
۱ | ۱ 
١‏ ۱ ۱ 
2 س | | ۱ 
| ۱ ۱ 
| | | 
]| هه سم | | 
۱ ۱ | 
| ۱ | 
سم | | 
1 1 | 
1 1 | 
| ۱ ۱ 
۱ ۱ 0 
۱ | ۱ 
١ ۱‏ | 
١ |‏ | 
| ۱ 1 
۱ ۱ 2 
اي يي يي ا و ا ج 
|| 
عافد 
سے 


A۲ 


مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 


الصيغ التربيعية الحقيقية نيف 
= 


mm ma a 6#‏ كت ڪڪ چ سا سپچ ص ن ن للك 


ھھھ ھھھ وھ ھھھ ص“ ا سح ww o ms ma am ms‏ 





mw 
كك‎ as mn a o o a > o e o e a a تا‎ a mm mm SS mm n mm mm تا‎ 


۸ı 


ويتضح من هذا أن المصفوفة القطرية ۸ تحوي بالضبط :من العناصر السالبة. 

ومنه نجد النظرية : 
نظرية (۵۰ ۰ ۳) 

لتکن ا معادلة ا حيرية ا حقيقية 0 = () ۸ من الدرجة , > ها من احذور 
المختلفة » وح > دمن بين هذه ا جذور هي أزواج من ا جذور ا مركبة ا مترافقة . فعندئد 
تكون رنبة الصفوفة ۲۲۲ مساوية ل , , وشا عن ذلاك» إذا كانت / هي الصفوفة 
الربعة   <‏ الواقعة في الزاوية الیسری العلیا من ۷۲۷ فان الصيغة القانونية ل تحوى 
تماما دمن | العاملات السالبة . وبالتالي فإنه یمکن تحدید عدد الأزواج ا مختلفة من 
ا حذور المركبة ا مترافقة 4 ل 0 = () 7 من 7 ودلك بالاستناد إلى قاعدة جاندلفینکر 
.(Gandelfinger)‏ 


۱ ماریسن 
6 بين أنه من أجل المعادلة التكعيبية 0 = و + «م + × = () ۲ تکون المصفوفة ۲۷۲۷ 
م2- 0 3 
.| تسد ورب 0 
2p‏ 34س وم س 
وبالتال 


Pg 3tl, 7-2 ,م6 — = وم‎ P+ = - 4p” —- 274^. 


۱۸ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


؟) استخدم نتائج التمرین ١‏ لتحدید عدد الجذور الحقيقية لكل من العادلات 
التالية : 
ا 0= 1 + ر2 - x‏ 
2x - 1 < 0‏ + 2 
ج( 0 < 2 + ×3 - بر 
۳ ين أنه یکون للمعادلة التكعيبية في التمرين ۱ ثلائة جذور حقيقية ختلفة إذاء 


وفقط ادا کان 
(| << 210 | ره = رم 


4 من أجل المعادلة التكعيبية 0 > يه + ر + نر ع + تمر تکون المصفوفة ۲۷۲۷ » بعل 
بعض الاختصارات : 


2( ا — 3 
۱ ۳ 
:30 — 09 - 6۵ 6 


09 = بو ون3- 0 


استخدم هذا لتحديد عدد الحذور الحقيقية المختلفة والأزواج المختلفة من الحذور 
المركبة للمعادلات التعكيبية : 

0 > 1 دير + مر بتي 

0 = 2 - ×3 + ر = تر 
6 من أجل المعادلة من الدرجة الرابعة 0 = په + a‏ + ره + قرع + ثير = () ی 

تکون الصفوفة ۷۷ بعد بعض التعدیلات : 

0 12 ۱ 4 
و26 - أن م س 


dds 0‏ -- يكلا رلا 
لس 


404 - 262 + و20۵ - م36 - و66 
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الصيغ التربيعيّة الحقيقيّة قفا 
استخدم هذه المصفوفة للحصول عل معلومات تتعلق بجذور المعادلاات التالية من 
الدرجة الرابعة 


0 < 1 + *ر 
x" - 2× + 1 =0‏ 


0 = 1 + × + ر + ثيس ب ثير 


انس ل الا تر 








(LAMBDA) f dee 


۱ - كثبرات حدود معاملاتها مصفوفات 
لیکن ۸ متغيراً سلمیّا» ولتکن (۸,... .1,2 - ز ,1) ,(۸) ره » من كثيرات الحدود 
في ۸ بمعاملات من الحقل ©7. ۱ فسندعو المصفوفة المربعة ( HX‏ 


aı(A) al) ۰ 2509‏ 
اوق «*» ()جو۵ (هاروه | = (2) ۸4 


5# HERRE ۰۰۰۰٩ 5 شه نه‎ 


)51.1( 
da.1۸) (()جم6‎ ۳ ٩ )م6‎ 


بالصفوفة - ۸ . وعلى سبيل الالء المصفوفة 


۸° + [1 2( +۲3 3۸ + 4 1 
۸ 4 2 3 ۸ - 1 
۸ -1 3 2۸4-7 +A 4 1 ز‎ 





هی مصفوفة - ۸ مربعة 3 ×3 . وسنفترض أن ۸ تتصف بخاصة الابدال» ليس فقط 
فى الحقل#. . وبهذا الفهم يمكن کتابة مصفوفة - ۸ على شکل كثيرة حدود في ۸ حيث 
العاملات هى مصفوفات. ونشير عندئذ إلى المصفوفة - ۸ على أنها كثيرة حدود 


AY 


۱۸۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


معاملاتها مصفوفات. وعلى سبیل الثال یمکن کتابة مصفوفة - ۸ السابقة عل 


الشکل : 






ات 3 1 4 2 0 3 0 1 0 0 0 
û ۵1 +۱0 3 0 4-۱0 0 1 +۲ | 2 0 =.‏ 1 
1 7 1ب 1 1ھ 1 1 3 10 0 0 0 


وبدلا من اعتبار مصفوفة عرئّمة كنا في (51.1) یمکن اعتبار مصفوفة ‏ ۱ب . 
وعلی أي حال» فمن أجل معظم غایات هذا الکتاب نحتاج لاعتبار مصفوفات مربعة 
فقط » بحیث انناء وبالرغم من وجود بعض الخسارة في شمولية المناقشة» سنقصر 
انتباهنا على الحالة الأخيرة . 


۲ - العمليات النسبية في حالة مصفوفات - ۸ 

لنعتبر الان مصفوفتي - ۸ مكتوبتين لكثيرتي حدود معاملاتها مصفوفات : 
(52.1) ری 4 تک كرك زر 
FB, )52.2(‏ ندرج HOSE TEBAT‏ 
حیث ان ,۰۸ ,8 مصفوفات مربعة تقع عناصرها في احقل7. . وإذا كانت 0 ۸,۶ 
فنقول ان کشرة الحدود (۸) ۸ التي معاملاعا مصفوفات هي من الدرجة 5 . 
تعریف 

نقول إن كثيرتي ا حدود 0 4 و (2) 2 التي معاملاتها مصفوفات ‏ والذکورتین 
£ (52.1) و (52.2) » متساويتان [ (80 = (0 ۸ ] إذاء وفقط اذل كان , = ء 
7 ,2= قر ع فر . 


وادا كان ؛ < ءفیمکننا أن نکش" 
مظ + ... + و8 + 0.2+ +1 ودعو ود BON‏ 


ی .۰ لم 


مصفوفات لا مبدا ۱۸۹ 


N+... )52.3(‏ 4 + ل(ره - () 8 + () ۸4 
(A,_, 8+... + (A +B).‏ + 
وأبعد من ذلك, فاننا نعرف الجداء (۸) 8 (۸) 4 بهذا الترتيب» على أنه : 


ون A‏ را ار نت [ + ٤<‏ لا د = A(NJB(N)‏ 
وإذا وضعنا في الجموع الأخبر ه 7 +:. یمکن کتابة 


ABO) - 5 9 AB, 


ياس + و [) = چ 


(52.4) 
۸408۹ + وظرش) + ABA‏ = 
والآن اذا كان 0 ,۰۸,8 كما هی الحال بالتأکید إذا كانت إحدى الصفوفتین 
,4 أو ,8 غير شاذة. فان كثيرة اد () 8 () ۸ الق معاملاتها مصفوفات 
هی من الدرجه / + 4 . ۱ 
| ومنه نجد النظر یه : 

نظرية (۵۲ - ۱) 

إذا كانت () 4 و () 2 كثرتي حدود معاملاتب) مصفوفات ودرجتاهما 
و #عل النرتیب» كا هو معطی ی (52.1) و (52.2 ۰ وکانت آي من ره أو ر2 
غير شاذة فان درجة کشمة الحدود () 2 (۸) ۸ التي معاملاتبا مصفوفات تكون 
مساویه لغ + 5 . 

نعتير الآن عملية القسمة ونبرهن النظرية الهمة التالية : 
نظرية (۵۲ -۲) 

لتکن (0) 4 و () 2 كثرتي ا حدود اللتین معاملاتب) مصفوفات وا مبينتين 
في (52.1) و (52.2) » وحیث ,4و 2 هي مصفوفات مربعة ۲ «عناصرها من 
حقلح . إذا كانت # غير شاذة فتوجد كثيربًا حدود وحیدتان () 9 و (1) ۸ 
معاملاتب) مصفوفات والأولى إذا كانت غير الصفر فهي من الدرجة ۶ - والأخيرة 
إما أن تكون صفرًا أو من الدرجة 1 -#علی الأكثر» وبحيث يكون : 
A (A) = ۵ (A) 8 (A) + R (A) )52.5(‏ 


+ ۱4 مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


لبرهان هذه النظرية نلاحظ أنه إذا كان ۲ > ىء فیمکننا أن نأخذ 0 = (0 0 
و () ۸ = (0 ۸ » والنظرية تبقى صحيحة إلى الحد الذي يتعلق بوجود © و # . 
لتفرض الان آن 4 <: ۽ وکاساس ليك الاستقراء نفرض آنه یوجد 0 و كر فعا 
(52.5) عن جل ی کات الحدود (3) ۸ من درجة آصغر من « . وبا أن 8 غير 
شادة فان ' ,8 موجود. لنعتير الآن الفرق 


۸)(( - 0۵ BNA" )52.6( 
(Aı — *803'وظمكل‎ ' + (A, — AcBo 202 + 


من الواضح أن كشرة الحدود (() م التي معاملاتها مصفوفات» والواقعة في الطرف 
لایمن . من )62.6 > هي من الدرجة 1 - : . وتوجد إذن بالفرض كثيرتا حدود(() م 
و (() ۸ معاملاتب| مصفوفات ودرجتاهما آقل من دو؛. على الترتیب» وبحيث یکون 
(A) + (۰‏ 8 (0) م = (A)‏ م 
و 


۸0( = [A0B;2'7' + P.(N]BO) + RO) = QABQ) + RO), 


كما تنص النظرية . 
ولتبيان وحدانية كل من كثيرتي الحدود () © و () ۸ المذكورتين فى 
(52.5) » دعنا نفرض أن (0© 9 و () ۶ ها زوج ان من كثيرات الحدود 
يحفق شروط النظرية بحيث يكون 
A (N) 0 (A) 8 () + R' (0). )52.7(‏ 
وبطرح (52.7) من (52.5) طرفا من طرف وإعادة الترتیب نجد : 
ماس B=‏ ل 
إذا كان 0 ۶ 0 - 9 + وب‌اعتبار آن ,8 غير شاذة» فاننا نجد وفا لظ رة 
(۲ - 1( أن درجة الطرف ا ت هر هذه المعادلة الأخيرة هي على الأقل ؛ . في حين 
أن درجة الطرف الأيمن هي حت آقل من ؛ . ومن الواضح أن هذا مستحیل . | 
0= 0 - 0 وبالتالی فان 0 = “8 - 8 آیضا. ومنه تکون ge‏ 
وبطريقة مشامة یمکننا اقامة المرهان على النظر ية التالية : 


مصفوفات لا مدا 


نظرية (۰۲ -۳۰) 

تحت شروط النظرية (7ه - )١‏ توجد کشا حدود (3) ,9 و (0 ,7 
معاملاتها مصفوفات ووحیدتان, الأولى» إذا لم تكن صفراء من الدرجة ۲ - ى » 
والأخيرة» إذا لم تكن صفرا من الدرجة ١-1‏ على الأكثر» بحیث یکون 
(A) +R )0( )52.8(‏ 0 (60 8 () 4 

إذا كان 0 = (2) ۸ في (52.5) » فتدعى () ۸ الضاعف الایسر ل () 8 
کا تدعى (۸) 8 القاسم الأيمن ل () ۸ . وفي هذه الحالة نقول إن التقسيم 
تام . وبصورة مائلت إذا كان 0 = ,۸ في (52.8) » فان ۸ هی المضاعف الایمن 
ل 8 و8 هی القاسم الأيسر ل 4 . 


ويمكن أن يكون التقسيم تاما في جانب. في حين إنه غير تام في الجانب الآخر. 
فمثلا إذا كان 











| + دم ۲+۲۶ ۲۶ 2] ياي 
0 2 -] 2- (- (3- 
فمن السهل التحقق من أن 
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2ك ,ونا 3 ۱ - 1۳ 
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وني الحالة الخاصة التی تکون فیها () 8 كثيرة حدود سلمية : 
(A) = bAT+ ۵۱+ .. 97 2)‏ 8 
فعندئذ يمكن مبادلة (۸) 8 مع () 0 بحيث إن ,© = 0 و ,۸ = 8 . وبال ضافه إلى 
ذلك إذا كانت القسمة تامة فلدينا : 


۱۲ مدخل إلى نظرية المحدذدات والصفوفات 


(52.9) ب( ۵ .1 () ع (A)‏ ۸ 

أي أن کل عنصر () ,ره من الصفوفة () ۸ قابل للقسمة على (۸) ۴ . وعلى العکس. 
نستنتح باقر آنه إذا كان كل عنصر بين المصفوفة () ۸ قابلا للقسمة على كثيرة 
احدود السلمة (۸) 7 فعندئذ نصح (52.9) حيث (() © هی کثرة حدود معاملاتها 


مصموفات . 
نظرية (۵۲ - 4) 


تكون الصفوفة اللامبدية (() © = (() 4 قابلة للقسمة على كثيرة ا دود 
السلمةىزمعاذا » وفقط إدا» كان كل عنصر (۸) 4 من 4 قابلا للقسمة على (3)/ . 


۳ - التحویلات الابتدائية لمصفوفة - ۸ 
نعني بالتحويل الابتدائي لصفوفة _- رم با من النوعين الأولين المذكورين ٤‏ 
الفقرة ۱۲ أو تحویل من : 
النوع 118). نضیف إلى عناصر صف (أو عمود) جداءات العناصر الوافقة لصف 
آخر (أو عمود اخر) بكثيرة امحدود (۸) ۵ نفسها. 


وكا في الفقرة ۱۵ تماما نستنتج أنه يمكن القیام بتحویل أولي من النوع 1 أو 
النوع 11 على صف وف المصفوفة ال لامبدية (0 ۸ بضرب () ۸ على الیسار 
بمصفوفة غير شاذة اختيرت بصورة مناسبة وعناصرها من حقل2. . وإذا رغبنا بأن 
نضيف إلى عناصر الصف :من () 4 جداءات العناصر الموافقة للصف ز 
ب (0 ۵ (1 * 0 . فإننا نضرب (2) ۸ على اليسار بمصفوفة نحصل عليها من 
[ بوضع (۸) 4 بدلا من 0 في الموضع (.) . وني الحقيقة. من السهل أن نتحقق 
من أنه لكي نقوم بأي تحويل أولي على صفوف (أعمدة) (0) ۰۸ نضرب (۸) ۸ 
على اليسار (اليمين) بالمصفوفة التي نحصل عليها من 1 بعد القيام بالتحويل الأولي 
الطلوب بالنسبة لصفوف (آعمدة) 1 . وسندعو هذه المصفوفات التی نضرب ما 
مصفوفات تحویل أولي 


مصعوفات لا مدا ۱۳ 


سور 


تعريف 

ندعی مصفوفة - ۸ مر بعة. عحددها عدد ثابت تلف عن الضف كشرة حدود 
ابتدائیه . 

ومن الواضح أن کل مصفوفة تحویل ابتدائي هي كثيرة حدود ابتدائية . وفضلا 
عن ذلك فان صحه النظریه التالية تتضح من تعریف مقلوب مصفوفة . 


نظرية (۳ -۱) 
مقلوب كثيرة حدود ابتدائية هو بدوره كثيرة حدود ابتدائية . 


ریف 
إذا احتوت الصفوفة () 4 على الأقل مصفوفة مصغرة واحدة مربعة م × م 


حذدها لا يتطابق مع الصفرء ولكنها م نحو أي مصفوفة مصغرة مربعة 
,7 عع عر زر دع محلدها لا بتطایق مع الصفر» و ۰ إن رتبة () 4 هي 7 . 


وإذا كان 30 |(2) ۸| » فنقول : إن اج ۲۳ 


ومن خلال الناقشة نفسها التي استخدمت في برهان النظرية (۱۲ -۱) یمکننا 
برهان : 
نظرية (9۳- ۲) 

3 يغير التحویل | لول رتبة مصفوفة - ۸. 


ولكن رتبة مصفوفة - 2 ليست اللامتغر الوحيد تحت التحويلات الأولية . 
لتكن ( (() ۸ مصفوفة - ۸ مربعة رتبتها + و (۸) 8 المصفوفة التي د عليه دن 
() ۸ نتيجة تطبيق تحويل أول . لیکن ۸٣‏ عددًا صحيحا موجبا أصغر أو يساوي + . 
ولنرمز ب (۸) ,4 لأعلى عامل مشترك (مأخوذ بمعامل يساوي الواحد لح الرئيس) بين 
جمیم المحدّدات المصغرة من (3) 4 التي تحوي ” صفاء وب (۸) ,8 للعامل الموافق من 
أجل (۸) 8 . فشن الان أن 

1,2,2 حس) ,(0) 6( 4 


۱۹ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


لیکن () عتا سك | تقلیدیا من (0) 8 حوي هاا با أن (۸) 8 هو 
جداء () 4 بمصفوفة تحویل أولى. فیمکن التعبير عن (0 ك ۰ وفقا للنظرية 
(۹ - ۰)۳ کترکیب خی في محذدات (۸) ۸ ذات ال ” صفا. وبالتالي فإن (2 4 تقبل 
القسمة على کل (۸) ,4 وبالتالي تقبل القسمة على أعلى عامل مشترك بینها وهو 
(3) ,8 . وعلی العکس. با آننا نحصل على (۸) ۸ نتيجة تطبیق تحویل أولي على (۸) 8 
> فنستنتج أن (۸) ,ع تقبل القسمة على () ,,4 . وبالتالي فان كثيرتي الحدود السلمیتین 
متطابقتان باعتبار أن معاملات الحد الرئیس في كل منها هو الواحد. 


وهکذا نکون قد برهنا النظرية التالية : 
نظرية (۵۳ - ۳) 

لتکن () ۸4 مصفوفة - 2 مربعة ۸ × ۸ رتبتها + » ولتکن () 8 الصفوفة التي 
نحصل علیها من (1) ۸ بعد تطبیق متتالية من التحویلات الأولية . إذا كان (۸) ,4 أعلى 
عامل مشترك (مأخوذ بمعامل يساوي الواحد لح الرئیس) لجميع الحذدات الصغرة 
ذات ال 7 صفا ( > من (2) ۰۸ فعندئذ يكون (۸) ,4 أعلى عامل مشترك أيضا بين 
جميع المحدّدات المصغرة ذات ال 7 0 من () 8 . 


٤ه‏ - الصيغة الناظمية لسميث (طاأصS)‏ 
سنبرهن الآن النظرية التالية : 


نظرية )١-55(‏ 
بوساطة التحويلات الأولية يمكن اختزال مصفوفة (۸) ۸ إلى صيغة سميث 
(:/577171/ الناظمية 
0 0 (6,)۸ 
ees |‏ 0 )€4 0 
(54.1) و موم میم موم ۰۰۰۰ ]| = N(N‏ 
0 (6,)2 0 0 


EEF HEHE EEE EG ا ی‎ FP ا‎ bE ا‎ FF FF § ا‎ FF وا ا‎ + 


مصفوفات لا مدا ۵ ۱۹٩‏ 


حیث معامل ا حد الرئیس في كل (2) ,» هو الواحد» وحیث () قاسم ل (0 ر , » : 
(1 - ۲ ,... ,1,2 < ). آي أنه توجد کثنا حدود ابتدائیتان (20 و () 9 بحیث ان 
PAQ - ۸ )54.2(‏ 


نبرهن هذه النظرية بالاستقراء على الرتبة 7 . وللقيام بذلك. نلاحظ قبل كل 
شىء أن النظرية صحيحة من أجل مصفوفة (۸) ۸ رتبتها صفر. ذلك لأن (۸) ۸ عندئذ 
هي المصفوفة صفر وهی من الشكل ۸ . وكأساس للاستقراء نفترض أن النظرية 
صحيحة من أجل مصفوفة (() 4 رتبتها 1 )١< 1(  -‏ » ونرهن أنها صحيحة من أجل 
مصفوفه (۸) ۸ رتبتها ” . 

بها أن 0 (۸) 4 فإن المصفوفة تحوي على الأقل عنصرا واحدًا ختلفا عن الصفر. 
ليك a, (A)‏ عنصا درجته هي الدرجة الأصغر في المصفوفة. وبإجراء مبادلة بين الصف 
¡ والصف الاأول وبعدها 5 العمود ز والعمود الأول تأي إلى الموضع (1,1) بعنصر 
(0 ,ره مختلف عن الصفر» وهو كثيرة حدود ها الدرجة الأصغر من بين جميع عناصر 
المصفوفة . وتبرز هنا حالتان : (۱) (۸) ,ره هی عامل من عوامل كل عنصر من 4 . (۲) 
(۸) .© ليست عاملا لكل عناصر ۸ . وسنعتير الخالة (۲) آولا: 

لنفرض أنه یوجد عنصر () ره في الصف الأول من ۸ لا یقبل القسمة على 
. نقسم ره على ه لنحصل على حاصل قسمة ره وباق لا يساوي الصفر »من 
درحه أقل من درجه © أى أن : 


(0 یه ء Fay‏ رصع ره 
وإذا طرحنا الآن من عناصر العمود زجداءات العناصر الوافقة من العمود الأول ب 4 
فان ,۾ نحل محل ,,© ۰ ویمکن عندئذ إزاحة هذا العنصر الأخير إلى الموضع )1 +1 
وهكذا فإنه إذا كان يوجد فى الصف الأول (أو. وفق نقاش عماثل» فى العمود الأول) 
عنصر لا يقبل القسمة على ,ره فانه يمكن أن نضع بدلا من ٠,‏ كثيرة حدود من درجة 
أدنى . وهذا يوضح بأنه بعد عدد منته من الخطوات لا بد من الحصول على مصفوفة 
يكون كل عنصر من صفها الأول وكل عنصر من عمودها الأول قابلا للقسمة 





۱۹۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 
وقد يحدث أن یکون کل عنصر .»من الصفوفة الناتجة قابلا للقسمة على ,ره 
وفي هذه الحالة نکون قد عدنا إلى الحالة (۱). لنفرض. على أية حال. أنه يوجد. على 
الأقل. عنصر واحد .»غير قابل للقسمة على ,6 . اكتب ,4,4 > برهو ررص؟ = » . 
ومن الصف : . اطرح جداء الصف الأول ب ,,ووهذا يختزل ,ره إلى الصفر ويضع 
٩4‏ - ره في موضع ره . وإذا أضفنا الآن الصف : إلى الصف الأول. فإن ,,» تبقى 
بدون تغيير في حين يحل محل ره العنصر ,,4 (,,؟ - 1) رر4 + »وهو لا يقبل القسمة على 
٩‏ . ویمکننا عندئذ أن نمضى كما سبق فنضع . بوساطة نتحويللات أولية » في موضع ,© 
كثيرة حدود من درجة ادن : 

ويمكن الاستمرار هذه الطريقة التى وصفناها طالا أن العنصر ذا الدرجة 
الأدنى. ويمكن أن نأخذه كالعنصر ,رهء لا يكون عاملا من عوامل كل عنصر من 
المصفوفة. ولذلك فإنه لا بد أن نصل. أخيراء وبعد عدد منته من الخطوات إلى 
مصفوفة مكافئة يكون فيها ,»عامل وني الحقيقة ووفقا للنظرية (۵۳ - ۳). القاسم 
الشترك الاعظم لجميع عناصر الصفوفة. ویمکننا الآن تخفيض کل عنصر في الصف 
الأول وکل عنصر في العمود الأول. باستثناء ,ره » إلى الصفر. وذلك بأن نطرح الصف 
الأول مضروبا بمقدار مناسب من الصفوف الباقية وطرح العمود الأول مضروبا بمقدار 
مناسب من بقية الأعمدة. وهذه التحویلات تغبر العناصر فى الصفوف والاعمدة 
ال (1 - ») الأخيرة إلا آنها لا تؤثر في قابلیتها للقسمة على ,۵ . والآن نقسم الصف 
الأول من الصفوفة على معامل الحد الرئیس من ,۰ لنصل إلى مصفوفة  -‏ : 





5 0 ۱ )54.3( 

0 20 

حيث (۸) ,» عامل من عوامل کل عنصر من عناصر المصفوفة (۸) 8 المربعة 
(1 - ) × (1 -) » وأعلی معاملات (۸) © هو الواحد. 

إذا كان 1 = ۸ فان (۸) 8 لا تکون موجودة. وفی| عدا ذلك تکون رتبة (() 8 


بوضوح هي (1 - 6 . ومنه وبا یتفق مع فرض الاستقراء. یمکننا بوساطة محویلات 
آولية اختزال (۸) 2 إلى الشکل : 


مصفوفات لامدا ۱۷ 


0 o Û a 





e۸) 0 0 
0 6,)۸( 0 
0 0 0 


حیث القادیر » تحقق شروط النظریة» وفضلا عن ذلك» ووفقا للنظرية (۵۳ - ۰/۳ 
فان كلا منها یقبل القسمة على (0 ,۰ . بالاضافة إلى أن هذا الاختزال الاخبر قد تُقُذ 
بوساطة تحويلات أولية مطبقة على الصفوف والاعمدة ال (1 - ) الأخيرة من (54.3) 
وبالتالي فإنها لا تؤثر في الاختزال الذي تم لتوه على الصف الأول والعمود الأول . 


إذا رمزنا ب ,7 .... .و2 ,و۵ ,... ,۵ ,,0 لصفوفات التحويل الأوليء التي 
تقدى نی حال شرا ب (4)3 من اليمين ومن اليسار» على الترتيب. | إلى الاختزال الذي 
أجملناه منذ قليل» فيمكننا أن نكتب : 
(54.4) (0 ۷ < 90 ... ,0۵ 0 (0) ممم ,م 
أو 
PAQ - ۰‏ 
حیث إن ,۴ ...۴,۰ = ۴و 0 ... © = 0 هما کشرتا حدود ابتدائیتان . وهو الطلوب . 


بها أن محدد كثيرة حدود ابتدائية هو عدد ثابت تلف عن الصض فنجد من 
العلاقة (54.2) وبأخذ محدّدات الطرفین : 


(54.5) 0 ,() ۱4 .ع ع ۱( ۷ 
وی الحالة المخاصة عندئذ الق تکون فیها (() ۸ نفسها کثرة حدود ابتدائيت 
< ۲ و Ml‏ فنا عدد ثابت ختلف عن الصف تصبح (54.5) : 

(A) < #0‏ ,۰ ... (۸) ره (() » 
وبالتالی فان 1 = () ,© » (۸,... ,2 ,1= ) » بحيث یکون 7 = (۸) ۸۷ . ومنه نجد 
النتيحة : 


۱۹۸ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 
نتيجة (۵4 - ۲) 
یمکن داش احتزال كثيرة حدود انتدالبه ال الصيغة الناظمیه 7 بوساطة 


وبالا ضافة إلى ذلك. وباعتبار أن عکس تحویل أولي هو نفسه مصفوفة تحویل 
أولى فلدینا من (54.4): 


نتيجة (۵4 -۳) 
یمکن التعبير عن كثيرة حدود ابتدائية کجداء مصفوفات نحويل او . 


وكا في الفقرة ۰۱۲ نعرف حالة تكافؤ بين مصفوفتي - 2 إذا آمکن الانتقال من 
إحداها إلى الأخرى بواسطة تحویلات أ ولية » وهذا یسمح لنا بعرض النظریه : 


نظرية (۵4 - 
نقول إن مصفوفتي ¬ ۸ مر بعتین × 7 . (۸) ۸ و (۸) 8 » معاملات عناص ها 
من حقل2. . متکافتتان إذاء وفقط إذاء كانت توجد کثرتا حدود ابتدائیتان (۸) م 
و (() © » معاملات عنصارهما من حقل72. ۰ بحیث إن 
P (A) A (A) ۵ (^) = 8 )(۰‏ 
ونترك البرهان للطالب . 


- العوامل اللامتغيرة في مصفوفة - ۸ 
إن المحدّدات المصغرة الوحيدة من المصفوفة () N‏ المذكورة فى (54.1) » غير 
المنعدمة. ومن مرتبة ۲ > :7 هي من الشكل : 
mo )55.1(‏ ل 
حیت ر رأ أ هي کیچ الختارة من ۲ ,... ,2 ,1 بدون اعادة وال یمکننا 
اا ا مرتبهة بحيث يكون 2 نز وربا أن () ,© هي ال مره 
عوامل () ,© إذا كان ز > : . فمن الواضح أن أيا من مثل هذه المحدّدات في (55.1) 


قابلة للقسمة على : 
)55.2( پگ تن نت 5 4 


ولکن ,4 نفسها هی |حدی محددات N‏ المصغرة ذات ال 7 صفا وهي بالتالى القاسم 


الشترك الاعظم میم هذه اللات الصفرة ذات ال #سفا. ووفقا للنظرية 
(۳-۵۳) یکون ,4 أحد لامتغرات المصفوفة ۸ تحت التحویلات الاأولية . إذا عرفنا 
(2) ,4 عل آنها الواحد. : فمن الواضح أن کثیرات ا دود 

4, (^) 
01 


1 - صم 
هي مقادير لا متغيرة تحت التحویلات الأولية. وتدعى هذه المقادير (2) , بالعوامل 
اللامتغيرة للمصفوفة () ۸ في (54.1) أو للمصفوفة المكافئة لحا (0) ۸ . ونستخدم هنا 
تعبير التكافؤ بالمعنى العرف في الفقرة ۱۲ . 

ويمكننا الآن عرض النظرية المهمة : 
نظرية (۵0 )١-‏ 

تتکافا مصفوفتال مربعتان م × ۷ () هو (0) 7 ادا وفقط إذاء كان ه) 
العوامل اللامتغيرة نفسها . 


الشروط ضرورية باعتبار أن العوامل اللامتغيرة لا تتغير تحت التحويلات 
الأولية . والشروط كافية باعتبار أنه إذا كان ل (2) ۸ و (۸) 8 العوامل اللامتغيرة نفسها 
(() ,© حيث (1,2,....7-:7) ۰ فعندئد تكون كل منپا مكافئة لصيغة سميث (5010) 
الناظمية (() ۸۷ نفسها والمذكورة في (54.1). 


e ea ` )55.3(‏ =( ع 


- القواسم الابتدائية لمصفوفة - ^ 
لتكن (۸) ۸ مصفوفة مرئعة 7 × ۸ ولنفرضص أن لكثيرات الحدود (۸) ,۾ معاملات 
ن حقل الأعداد الرکبه. . فعوامل لا متغرة ک ( . 6 (....,1,2 2 ۰ والتي 
1 کوخ سار 11« ؛ يمكن تحليلها في7. ال اچ یی سا ا ی 
وهكذاء پمکننا أن نکتب من أجل ۶1 ( ۰ : 





و ون نت 0 ۳ زوين — ۸(« (ربه — : = (6,)۸ 
=a)", (56.1)‏ ۰ " وم اعد e‏ 


SEES GEKA KEES اق ا او و ا لوا لاإ‎ OEE REE 


رب - )۰ a2)‏ ح û) (A‏ جد ين = (),6 


۲۰۰ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


حيث ,۷ ,... بیر۷ ,۷ هی جیعها أكبر من الصفر 0 < ے۷ (1 - 7 ,... ,1,2 = ۷ ۰ 
...0 ) وبما أن (۸) ,» عامل لجميع القادیر » التي تليه فلدينا 
SW SS ESD) )56.2(‏ 
والعبارات مثل 

له از یا a)", e‏ = 1" وت ) 
(و, ۰۰۰ ,1,2 ع (i‏ 
ای لا تختزل إلى 1 ] ى أن قواها أكبرمن الصفر تدعی القواسم الا بتدائیه للمصفوفة 
N (2)‏ (54.1) نة الکافته () 4 » الموافقة للجذر »من جدور 0 = (۸) ,۴ 
. وبا أن العوامل اللامتغيرة (3) ,»لا تتغبر تحت التحويلات الأولية » فمن الواضح أن 
القواسم الابتدائية لا متغبرق هذا مع أن الأخيرة يمكن أن تكون غير نسبية » بين 


)56.3( 


ولیست العوامل اللامتغيرة (3) © ,... ,(۸) ,» هی فقط التى محدد الرتبه ۲ 
والقواسم الابتدائية في (56.3) للمصفوفة -1 . لكر على عل العکس فان الرتبة ۲ 
والقواسم م الابتدائية تحدد العوامل اللامتغيرة. وف الحقيقة. فى مقابل كل من العوامل 
قط ا په ¬ ۸ ,... ويه - 32 ,» - ۸ نلتقى من (56.3) تلك الق يكون 
لها آکبر قوت مثلا “له - ,2 (یه 0 ,1( -2). فجداء هذه العبارات 
هو (0 » . أي أن (0 » هو الضاعف الشترك البسیط, مأخوذا بمعاملات تساوي 
1 للحد الرئیس» لجميع القواسم الابتدائیه. وبعد حذف عوامل (),» من 
الفواسم الابتدائية في (56.3) يكو ف الضاعف الشترك البسيط للقواسم الابتدائية 
الباقية هو (۸) , .© . وهکذا. وإذا استنفدنا جميع القواسم الابتدائية في الوقت 
الذی نکون قد أنشأنا فيه + > : من العوامل اللامتغرة فاننا نعتير العوامل اللامتغيرة 
ال - ۲ الباقية ,© ,رع ,... ,. _ مساویه للواحد 


توضيح : مصفوفة - 2 مربعة 5 × 5 رتبتها 4 وقواسمها الابتدائية هي : 
27 + ) ,*(2 + ) ,(1 + ) ,(1 + ) ,(1 + ) ,0-1 ,1-12 ,)1-^( ,۸,۸ 
أوجد العوامل اللامتغيرة واكتب صيغة سميث (5801]8) الناظمية . 


مصفوفات لامبدا E‏ 


لإيجاد (3) ,ء » نكتب المضاعف المشترك البسيط للقواسم الابتدائية » فنجد 
25 + ) (1 + 0 (1 ۸) ۸ = (۸) ,ع 
وبعد حذف العوامل الداخلة في تشكيل (۸) ,» من قائمة القواسم الابتدائثیف 
يكون (2) به هو المضاعف المشترك البسيط لما تبقى منها أى أن 
.24 + 2) (1 + 0 (1- 0 ۸ = (۸) به 
وأيضا 
(1 +0 (۸-1) = () ره 
وبا أننا قد استنفدنا الآن جميع عناصر القائمة العطاة من القواسم الابتدائية » ناخذ 
e < 1‏ باعتبار 4 = 
وصيغة سمیث الناظمية هی ادن 


1 0 0 0 0 
0 (X - 1(3 +1) 0 0 0 
0 0 ۸) 100+ 1)(A + 2“ 0 0 

0 0 0 2۵) — 1(*)« + 1(* + 2) 0 

0 0 0 0 0 


وفي الحالة التي يكون فیها ل )0 » عوامل خطية متمیزة» فیکون لكل 
٤, (۸)‏ غير مساو لعدد یت الم ۾ ویقال إن للمصفوفة - 2 في هذه 
ال حالة فواسم ابتدذائية اة أو بسيطة 

وعلى العكس. إذا كان للمصفرفة (0) 4 قواسم ابتدائية بسيطة فعندئذ يكون 
ل ( ,» المضاعف المشترك البسيط للقواسم الابتدائية» عوامل خطية متميزة فقط . 
وهكذا نجد النظرية : 


نظرية (5ه )١-‏ 
يكون لصفوفة (0) 4 رتنتها 7 فواسم ابتدائية بسبطة ادا وفقط إذاء كان 
ل () » عوامل خطية متميزة فقط . 


مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


وبضم النظريتين (55 - 4) و(هه - ۱) مع نتائج هذه الفقرة. ننتهى إلى 
النظرية : 
نظرية (55 -۲) 

لتكن (0) 4 و (() 8 مصفوفتين مربعتین ۸ × ۸ فوق حمل 2. . فالشرط 
اللازم والکاف لتکاف () 4 و (3) 8 » أو بعبارة آحری» الشرط اللازم والكافي 
لكي توجد كثيرنًا حدود ابتدائيتان (3)م و (0 9 بحيث: إن 2 = 240 هو أن 
يكون ل (3) 4 و (۸) 8 العوامل اللامتغيرة نفسهاء أو أن يكون للمصفوفتين ( 4 
و( 8 الرتبة والقواسم الابتدائية نفسهه . 


وغالبا ما سنجد النظريتين التاليتين مفيدتين في تحديد القواسم الابتدائية 
ال حي 
نظرية ("ه ‏ ") 

إذا كانت كل عناصر مصفوفة - ۸ اصفارا باستثناء تلك الوجودة في القطر 

الرئیس» وإذا حل كل عنصر غير ثابت من القطر الرئيس إلى جداء عدد ثابت 
بجداء قوی عوامل خطية م: متميزة 11 زه - ۸ و 21 (ه - ۸ 0 إلخ» فعندئد تکون 
فوى هذه العوامل ا خظية القواسم لا بتدائیه للمصفوفة . 

وعند برهان هذه النظرية نعتبر العامل ,ه - ۸ فقط ونفرض أن المصفوفة هي 


aw 0 0‏ — 0 
: : 0 1 ۱ = )ر 0 
(56.5) بالا ا مسر 0001 
0 ),« - )0 0 0 
0 0 0 


جت ,۷ > ... > رل > ۷ء ( ۷,۶ ولا تكون أي من المقادير ۾ قابلة للقسمة 
علی ۵ - ۰ . وکل محدّد مصغر غير منعدم ذي 7 صفًا من هذه الصفوفة يساوي 
جداء (۲ > ) ”من احدود القطرية وهو بالتای من الشکل 
(56.6) کار El‏ رین 
حيث ہا > ... > را > ,هو اختیار ل من الأعداد *,...,2 ,1. وبا أن 1+"( - ) 


مصعوفات لا مدا e‏ 


قابلة للقسمة على "(,» - ۸) فمن الواضح أن الجداء في (56.6) قابل للقسمة على 

)7 .56( ا شو 22 27 0 

ولکن و وی في الزاوية العليا اليسرى من (56.5) لا يحوي قوة 
أعلى = 1 وبالتال فان القاسم 2 لاعظم 4 لحميع الحدّدات 
لش ات آل وه صما في (56.6) يحوى العامل (56.7) دون أن يحوي قوة أعلى في 


TY 


(» - ۸). وبصورة ممائلة فان ,4 قابل للقسمة على a) ۲ oy.‏ ) 
ولا یقبل القسمة عل آي قوة آعلی» بحیث بكرن ني - = (۸) يك قابلا للقسمة 


على " (» - )ولا یقبل القسمة على أى قوة ۳ دب +8 , الابتدائية ل (۸) ۸ 
الوافقه ل ,» - ۸هي ادن 
A = a".‏ , “°° ”يه ¬ )رنه - (A‏ 
ولدينا 0 النظرية : 

نظرية (۵*7 - 

ا كانت كل مار (A)‏ 4 أصفارا باستثناء تا نك الواقعة فى عدد معین 
من الصفوفات ا مصغرة الأساسية الفصل بعضها عن بعض» فیمکن إيجاد القواسم 
الا بتدائية ‏ (0) 4 بتجمیع القواسم الا بتدائية هذه الصفوفات الصغرة الا ساسیه . 





ذلك لانه دون تغيير القواسم الابتدائية لأي من الصفوفات الفرعية أو الصفوفة 
() ۸ نفسها. یمکننا بوساطة تحویلات أولية مناسبة اختزال کل مصفوفة فرعية إلى 
صيغة سميث الناظمية . وتنتج صحه النظرية (5ه ‏ 4 ) عندئد بالاستمادة من النظرية 
EET‏ 


)؟2۲٤( ۔ ممیّز سیجر‎ ٥ 
في بعض الحالات تكون درجات القواسم الابتدائية أكثر آهمية من القواسم‎ 
. )۷ ۲ نفسها. وسنری آن الحالة كذلك في تصنيف التساقطات '11106201005مع'“ (فقرة‎ 
وقد اقترح سیجر (56876) كتابة قوی القواسم الا بتدائية الوافقة للعامل ,۾ - ۸ کعناصر‎ 
: في الصف :من مصفوفة ۶ × ۲ » وهکذا نكتب‎ 


۳۰ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


۴1 اط ۰ ۰ * 1 1 - ۳ وم 


(57.1) © و و و و هه و و ون و و و ع و س شاع ع هه ©« 
Pi‏ وو ۰۰۰ 1 پم 


9 تا‎ 6 8 5 5 8 ۲ ۵ GOGE E E RB ای ىا‎ 8. 8 


وتعرف هذه الصفوفة با سیجر (56876) للمصفوفة (۸) وة کان امحذر ب 
صفراء فمن الهم أحيانا التأکید على هذه الحقيقة بکتابة صفر فوق القوی الوافقة. 
وهکذا إذا كان 0 = ,۰۰ فینبغی کتابة الصف الأول فى (53.1) كما يلل : 


0,0 0 0 
وود ۷۶ 


وكثيرا ما يكتب میز سيجر (56216) « لیس على شکل مصفوفة. ولکن كا یل : 
(2. 57) وال ۰۰۰ ود میرن و ۶ EMA‏ ار لو * ores‏ 
حيث نضع القوی الوافقه للجذر نفسه بين قوسين هلالیین. ونحذف القوی 


۷ 


وهكل| یمکن کتابه مز سيجر (56856) من أجل المصفوفة - ۸ 5 (56.4) 5 أى 


0 ۵ 


1۰( 1 4()2 1)5 2 1 2)] أو 


ج سا وخ اكير نم 





© سم كم للم 


ماریسن 
من أجل کل من الاز واج التالية من المصفوفات () ۰۸ () 8 آوجد 
(3) 2 . (0 و (0) ,2 . RO)‏ التي نحقق شر وط النظریتن (52.2) و (52.3): 


مصفو‌فات لا مدا NE‏ 


013 5 ۱ 

۳ | م ا 3۸ + | -4 
+ 0 ا م - ترس 

5 نی 7 | -م 0 2 | -4 
3 ۸+1 2 + ۸+ 


حدد العوامل اللامتغيرة والقواسم الابتدائية لكل من المصفوفات - 2 التالية . 





(اSmi)‏ الناظمية . 
0 2 1 د 
0 0 1 خد 
تس "0 0 
2 1 1[ کت بز 
68 )| 3 تا 0 
3 - يز 0 0 
0 0 1 — خض 0 0 ۱ 
۸( 
X - 1 0 Û k0 O Û ۷‏ 1 
و ۵ 0 [1 دغل 3 0 
۹ 5 4 1+ 3 | ۰( ۶ ۴ 
eR? 1+4 - 2 4-١ 5 |‏ 
FN 8-8 OE‏ 9 7 ۴ ۴ 
+ 5 0 4- 
0 0 1 + «- و | 0/6۱۲۳ < 0 0 
a FRE‏ 0 0 8 * 3 ۱ 
[ 1 تس ۸ A۸‏ 3 0 0 0 0 0 خخ 


۳ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


(2 )0 حت ) 1 ص ڄار 1[ غ ۶ 
 1() = (* CTT‏ ) 1 -« 1 -- . 
2 + 1= ۸۸ 2 1 ب î x‏ 


سرت 
ده 





0 0 سب‎ 1 0 
N = 2 0 0 1 
0 ۸ - 2 0 0 -1 )١ 
1 0 A - 0 0 0 
1 1 0 هخم«‎ 0 
0 0 0 0 ١ - a 


۵ إذا كانت (0 ۸ مصضوفة 5 × 5 رتبتها 4 وميز سیجر (8نوءة) الموافق ها هو 
Û‏ ) 
[(1 1()1 2 2) (1 3)] » فاكتب صيغة سميث (5::00) الناظمية ل (() ۸ . 


ال عسل الال کشر 





تكافخ از وان 
مدي ١‏ لسو نات 





۸ - نظرية وایرستراس (*) 
لتکن ۰۸ 8 » )و 2 آربع مصفوفات مربعة ۸ × ۸ عناصرها من حقل2. . 
وبالاضافة إلى ذلك لتكن 4 و © غير شادتین . ولنتساءل عن الشروط التي توجد تحتها 
مصفوفتان غير شاذتين 8 و © . عناصرهما من7. ۰ بحيث یکون. وفى الوقت نفسه. 
(58.1) ع لفطو PBO=D‏ 
وتجیب النظرية التالية عن هذا التساژل . 


)١ - ۵۸( نظرية‎ 

إذا كانت ۰۸ 8 » © و 2 آربم مصفوفات مربعة ۸ × عناص‌ها ی حمل 2. » 
وإذا كانت 4و غير شادتین. فالشرط اللازم والكافٍ لوجود مصفوفتین غير شافتین م 
و 9 » عناصرهماق 27 » بحيث یکون © = 740 » 2 = 780 هو أن یکون 
للمصفوفتين 8 + 2۸4و 2 + © 2 القواسم الابتدائية نفسهاء أوء إذا أردناء العوامل 
اللامتغيرة نفسها . 

من الواضح أن الشرط العروض في النظرية ضروري . ذلك لأنه إذا صخت 
العلاقة (58.1) فيجب أن يكون لدینا عندئذ من أجل كل 2 
(58.2) 0 +0 02( + 4 )م 


Karl Weierstrass, (1815 - 1897). (%) 


۳۰۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


وبالتالی فانه وفقا للنظرية (+5 -۲۰) مجب أن یکون للمصفوفتن 8 + ۸و 9 +6( 
القواسم م الابتدائية نفسها. وبا أن ۸ وح ها بالفرض غير شاذتین فیکون للمصفوفتین 
8 + 2+ نزن 7 نفسهاء. وبالتای وباعتبار أن ما القواسم الابتدائية 
نفسهاء فان ما يشا مين امیا 

وعلی العکس. لنفرض أن للمصفوفتین : 
(58.3) +۷20 ,8 +۸2۶۸ 
القواسم الابتدائية نفسها وبالتالي العوامل اللامتخيرة نفسها. فعندئذ. ووفقّا للنظرية 


(۵1 -۲). توجد کشرتا حدود ابتدائیتان و م۵ بحیث إن 


۳,۷۵, = N, (58.4) 
أو‎ 
۳,۷ 2 70 )58.5( 


وبالاستناد إلى النظرية (۲-۰۲) یمکن تقسیم ,على ۸۷ لنحصل على حاصل 
قسمة | وباق 7 » وعناصر هذا الأخير مستقلة عن 2 » حيث يكون 
+P )58.6(‏ ۸۷ < م۲ 

وبها أن © كثيرة حدود ابتدائی. فتكون 0,۱ ۰ وفقا للنظرية (۵۳ - »)١‏ كثيرة 
حدود ابتدائية . ولذلك فانه يمكن قسمة هذه الأخيرة على 1 لنجد 


(58.7) رک + 6 ک < 6۲ 
حيث 5 مستقلة عن ۸ . وبالتعویضص من (58.6) و (58.7) في (58.5) نجد 

NPM + PM = PM = NO, = ۷5,۸ + NS, 
ومبه‎ 

۷ )۴ - 5 ( 34 - ۸۷5 - ۸ 

إذا كان ۶0 ,5 - ,2 » فان الطرف الایسر من هذه العادلة الأخيرة یکون من الدرجة 
2 على الأقل. بين درجة الطرف الایمن هی الواحد على الأکثر. ومنه 0= 5 - م 
وبالتالي 
NS = PM )58.8(‏ 


ت e‏ زا ۰ ۲ 
تكافو ازواج مر المصفوفات 


ول الاح نی چ ی ۳ i‏ 1 
ونبين الآن أن م و5 غير شاذتين . فمي المطابقة ' ,0,۵ =1نعوض * 70 بقيمتها 


5 + 5,24 من (58.7) فنحصل على 

I= 0,5 ۸ + 0,5 )58.9(‏ 
لنقسم الآن ,0 على ۸ فنجد 

O = 0۸۷ + 0 )58.10( 


حيث لا تحوي 0 القدار 2 . وعندما نبدل هذه القيمة ,0 فى (58.9) نجد 
I= 0,5 ۷+ ONS + QS,‏ 
أو باعتبار أن ۲۸۸ = ۷5 کا وجدنا فى (58.8)) 
I— QS = (QS, + 0 ۳( ۸‏ 
ومن هذه العلاقة نستنتج أن 0 = 0,۳ + ,ك0 وبالتالي 
QS =1.‏ 
ومنه ' © = 5 غی‌شاذ. ومن (58.8) 
PMQ =N,‏ 
أي أن 
0+0۰ 22 0 (8 + 0۸4 
وبا أن م ,0 لا تحویان ۸ فان هذا يعطي 
2 عد ۳80 و0 - ۳۸۵0 
ویتضح الآن أنه یمکن احصول على المصفوفتين ۴ و © كباقيين عند قسمة ,7 
و9 على ۸ [انظر العادلتین (58.6) و (58.10) ]. ومنه نجد أنه إذا كانت 
عناصر 4 . ۰8 © و 2 واقعة فى حقل2. فکذلك الأمر بالنسبة لعناصر ۴ و © . 
وهو الطلوب . 


۹ - شروط أن تکون مصفوفتان متشامبتين 
الحالة ذات الاهمية الكبيرة والفيدة هي تلك التي نأخذ فیها الصفوفتین ۸و © 
عل اغبا الصفوفة المحايدة مسبوقة باشارة اال ای 1 - -0 < ۸ . وی هذه اخالة 
تختزل ۸ و ۸۷ إلى 27 - و21 ميزي الصفوفتین 8 و 2 على الترتيب . وتقود 
عندئذ النظرية (۱-۰۸) إلى النتيجة التالية الخاصة ولکن الهمة. 


10 مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 
نظرية (9ه -۱) 

إذا كانت 8 و 7 مصفوفتين مربعتين ۶ ۸ عناصرهما في حقل27. » فالشرط 
اللازم والکافی لوجود مصفوفة غير شاذة 7 » عناصرها في2. » بحيث إن 2 = 7 
هو أن يكون للمصفوفتين المميزتين ل 8 و 2 العوامل اللامتغيرة نفسها . أو» باعتبار أن 
7 - 8 و 2-17 کلتیه غير شاذتين» أن يكون للمصفوفتين ا مميزتين القواسم 
الا بتدائیه نفسها . 

ضرورة الشرط واضحة تقریبا. ذلك لأنه إذا كان 2 = م8١‏ 7 فعندئذ» 
وباعتبار آن ۸1 ۴ )۳۱ من أجل کل قيمة العدد السلمي ۰۸ لدینا 

7-(1 < ح (1(-8) 1 

وبالاستناد إلى النظرية  ©5(‏ ۲) یکون للمصفوفتن ۶-۸7 و 2-27 العوامل 
اللامتغيرة نفسها وبالتالی القواسم الابتدائية نفسها. 


وعلی العکس. لیکن ل ۸7 - ۶ و/۸- 2 القواسم الابتدائية نفسهاء وبالتالي 
العوامل اللامتغيرة نفسها. فبالاستناد إلى النظرية (۵۸ - ۱) توجد مصفوفتان عير 
شاذتین و © . عناصرها قی7. بحيث إن 

0-8-7 -شم)م 
وبا أن هذه العلاقة الأخيرة تصح من أجل كل ۸ فيجب أن يكون : 
[-0م ,8 - PDQ‏ 

ومنه ۳۲ = © » بحيث يكون 
(59.1) 8 -1-صوم «] د ۳1۴ 
وهو المطلوب . 

نتذكر من الفقرة ۲۵ أن مصفوفتين مربعتين 8 و2 » تحققان الشرط (59.1) هما 
مصفوفتان متشامهتان . وفضلل عن ذلك. عند التحدث عن القواسم الابتدائية أو 
العوامل اللامتغيرة للمصفوفة المميّزة لمصفوفة مربعة 8 ۰ نشير إليها غالبا كقواسم 
ابتدائية أو عوامل لامتغيرة للمصفوفة 8 نفسها. وببذه اللغة یمکننا إعادة صياغة 
النظرية (59 - )١‏ كما يلي : 


كاف أزواح من المصفوفات 


نظرية )١-59(‏ 
الشرط اللازم والكافي لتكون مصفوفتان مربعتان 8 و 2 متشامهتین ه و أن يكون 
للمصفوفة القواسم الابتدائية نفسهاء أو إذا أردناء العوامل اللامتغيرة نفسها . 


مارين 
في كل من التمارين التالية» لدينا أربع مصفوفات ۰۸ 8 » )و ۰ منها 4 و © 
غير شاذتين حدّد فی كل حالة ما إذا كان يوجد أو لا يوجد مصفوفتان غير شاذتين م 
و 9 بحیث إن 6 - ۴۸۵ 2 - ۳80 . 
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۰ - نظرية الباقي من أجل المصفوفات 

لتكن (,6) = 4 مصفوفة مربّعة « × ۸ عناصرها في ولتكن 
(60.1) 8 + ...+۱۲ 3( + 8۸۳ ع BO‏ 
كشيرة حدود من الدرجة > معاملاتها 8 مصفوفات مربعة # × ۸ عناصرها في . 
ومعامل الحد الرئیس في 4 + ۰-17 الصفوفة المیزة ل 4 » هوبوضوح غير شاذ بحیث 
یمکن وفقا للنظریتین (۵۲ -۲) و ٩۲(‏ -۳) كتابة 
(M+R, )60.2(‏ ۸-10۵ دم + ۰-1 ۸) (0 0 - () 8 
حيث © و 0 کشتا حدود مصفوفيتان من الدرجة 1  -‏ ومعاملاعها مصفوفات ‏ 
بین| ۸ و .لا مویان ۸ . 

ویمکننا الآن إقامة الرهان على النظرية : 
نظرية (۰۰ - )١‏ (نظرية الباقي) 

إذا قسمنا كثيرة ا حدود الصفوفية في (60.1) على 7 .ذ - 4 كيا في (60.2) حتی 
يتم احصول على الباقيين ۸ و ,۸ اللذين لا يحويان 2 » فعندئذ يكون 
(60.3) راع ف HH FEE‏ ”إلى زر كي م ديع 
2 
FB. )60.4(‏ ._ 8 فق + ... + 18 “ور AB‏ ع هر 


سنبرهن (60.3) فقط » ویمکن البرهان على (60.4) بطريقة مشامهة . لدینا مباشرة 
(NTTI—A (+ ....+ 8 (I-A) )60.5(‏ و + ده ]2 8ق - ۲ - () 1۷ 


۳۱۳ 


وبا أنه يمكن مبادلة 4 مع 17 ومع ۸ مرفوعة لأى قوة. تماما كأى عدد سلمى : فلدینا 
کا اجر العادي 
A)‏ - 0( + + تحير + ,1" ن) = A"‏ - ]۳ 
وبالتالي فان كل حد من الطرف الأيمن من (60.5) قابل للقسمة على 17-4 » وخارج 
القسمه هو کثرة حدود معاملاتها مصفوفات . ولدینا إذن 
(11- ۸) (0) 0 < ع - () 8 


بحیث تصح العلاقة الأولى في (60.2) مع ۸ كما هي معطاة في (60.3). وفضلا عن ذلك 
ووفقا للنظرية (۵۲ - ۲) یکون الباقي وحيدًا . 

وسندعو ۸ الباق الایمن و ,8 الباقي الایسر عند القسمة عل 4-27 . 

وفي ا حالة التي تکون فیها (۸) 8 کثبرة حدود سلْمية 
(60.0) نابز و ديريو -1 ۲00 
یکون الباقیان متطابقن ولدینا عندئذ : 

7-7 bA EDN E ار فى‎ 

نرمز لهذا الباقي ب (4) ع » كما نجد النظرية التالية : 


نظرية (50 ۲) (نظرية الباقي من أجل مصفوفات سلْمية) 

ذا قسمنا کشمة حدود سلمية معاملاعبا مصضوفات 007و على 2- 4 
حتی ا حصول على باق 8 لا يحوي 1 » فسنجد عندثذ (۵) و - ۸ . 

وكنتيجة للنظرية ٩۰(‏ -۲) نجد مباشرة النظرية التالية : 
نظرية (50 - 7) (نظرية التحلي إلى عوامل من أجل مصفوفات سلّمية) 

تقبل كثيرة ا حدود السلمية 7 (1) 9 التي معاملاتها مصفوفات القسمة على 
4-7 إذاء وفقط إذاء كان 0 = (۸) و . 





۱ - نظرية كايل هاميلتون Cayley - Hamilton‏ 
لنرمز ب (#6للدالة اله 1 - 1/۸ ۸ . وإذا رمزنا الآن 
ب (11- 4) زهه للمصفوفة القرينة ل 4۸-27 کا عرفناها فى الفقرة ۰۱۷ فمن 


الدّالة المميّة المختزلة لصفوفة ۶ 
الواضح أن (1 ۸ - 4) ز4ه هي كثيرة حدود معاملاتها مصفوفات ولدينا وفقًا ل (17.3): 
(A ¬—1D . adj 4-2 = f (JI. (61.1(‏ 

ومن هذه العلاقة الأخيرة نرى أن كثيرة الحدود العلمة (۸) ۶ قابلة للقسمة على 
7+ - 4 . وبالتالى فان 0 = () ۶ وفقا للنظرية (۲۰ - ۳). وهکذا نكون قد برهنا 
النظرية : 


نظرية (۱۱ -۱) (نظر ية كايلي هاملتون) 
الکن اسشا دید اا أن با . 6 جات زو رانا 
ا مميزة 11۱ - 4ا ل 4 » فعندئد 0 = (4)/ . أي أن کل مصفوفة مربعة تحقق معادلتها 
نظرية کایل هاملتون هی واحدة من أشهر النظريات في بحث المصفوفات . 


توصیح : ادا کانت 1 7_| = ۸4 . فعندئل 11 + 6۸ - 2= (0)/ . ومنه: 


۰ ۳ ۰ " 5 
0 0 111 0 
۲ - الدالة الميرة الخترلة 

ا سايق آن کل مصفوفة مرا 4 تحقق دالتها ننن ااصة. وغل آي سال 
فكثيراً ما تکون الاخبرة ليست العادلة السلمية ذات الدرجة الأدنى التى تحققها ۸ . 
ونرهن النظرية المهمة التالية : 


O) = A - 6۸ 4+ 7 


“| 1 6 
-18 13 





-- [8 24 





0 ا“ 


)١ - ۲۲( نظرية‎ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة × 7 عناصرها من حق ل7. د گرا 
2 - 4| = (0 الدالة الول . لنرمز ب (3) 0 للقاسم ال مشترك 
الأغظم» ماحوذا بحيث یکون معامل الحد الرئيس فيه له معامل ا حد ا 
نفسه في (3)/ » میم ا محدّدات ا مصغرة ذات ت ال (1 - ) صفا في 4-17 . إذا عرفنا 
ان 


EE‏ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


(62.1) (0) 700/6 = )0 ۵ 
فلدينا 
(1) 0= (4) ۵ 
(ii)‏ 0< ( ۵ هي العادله 9 ذات الدرسة الادنی التي یدیا ۸4 
(ننن) إذا كانت 0 = () س أي معادلة ۸ ۴ نوی 4 » فعندئذ تکون (2) با 
قابلة للقسمة على (2) ۵ 
() إذا كانت العوامل اللامتغيرة للمصف وفء 4-217 هي 
(00) ,> .... ,(00) رت ,(3) ,© فعندئذ (۸) e‏ = (32) ف . 
(۷) کل جدر ل 0 - (3) هو جذر ل 0 - (0 4 . 


قبل كل شيء نلاحظ بوضوح أن (3) 0 هو عامل من عوامل ۱۸4-7 f0)‏ 
باعتباره عاملا میم الحددات المصغرة ذات ال (1 as‏ في 27 - 4 . وبالتالي 
یکون (() م کشرة حدود . وبالا ضافة إل لك وی اختيار عامل الحد الرئیس في 
(۸) 0 ۰ يكون معامل الحد الرئیس في (۸)0 هو الواحد . وفضلا عن ذلك. وباعتبار أن 
الملحددات اهيف ذات ال 33 سه سآ من رل - 4 هي. باستثناء ما قد 


یتعلق بالا شارت عناصر من ( ۸ = م ) ۵0 فان كل عنصر من سات مق 


)^( 0 
كثيرة حدود. أي أن هذه الأخيرة هي مصفوفه ة - ۸ . ولدینا الآن من (61.1) أن 
(10 _ هد - 4) زفه 
I = 7 )62.2(‏ 0 7 رل - 4( 


ومنه نری أن كثيرة اخدود السلمية 1 (۸) ۵ قابلة للقسمة على ۸4-2۸7 . وبالاستناد» ال 
النظرية (۰ ۰ -”) نری أن 0 = (۸) 4 ونکون قد برهنا بالتالی (6. 

بعد ذلك لنفرض أن 0 -  )۸(‏ العادلة السلمة ذات الدرجة الادنی التى تحققها 
4 » ولنقسم () + على ()»» فنجد 
(A) x (A) + R (A) )62.3(‏ و = )^( ۵ 
حيث  )۸(‏ هي من درجة أقل من (۸) × » إن لم تكن صفرا . وبتعویض 1 ب ۸ في (62.3) 
نجد على الفور أن 0= (4) 8 . وبا أن 0 = (2) هي العادلة ذات الدرجة الأدنى التي 
محققها 4 . مالم يكن 0 - ۸ , فان هذا يقودنا إلى تناقض . وبا أن (0 م قابلة للقسمة 


الذالة المميزة المختزلة لمصفوفة ۲1¥ 


على (۸) »فان (62.3) تصبح 
(A) xX (A). (62.4)‏ و = (A)‏ مو 
والان فقا للنظر یه ۰0۳-۲۰۱ فان 7 (۸) × قابلة للقسمه على 4-27 . 
ولذلك یمکننا آن نكس : 
(I= )4 -( ۲( 6 (0) )62.5(‏ " 


حیث (۸) © کثبرة حدود سلّمية. وباستخدام (62.4) و (62.5) في (62.2) نحصل على : 
D0,‏ - 0)4 = 600007 د ا ل رز« - 4) 
ومنه» باعتبار أن 2# - 4 غير شاذة» . ۱ 
0 = و 
والطرف الأيمن من هذه المعادلة الأخيرة هو مصفوفة - ۸ . ويمكن أن يكون 
الطرف الأيسر كذلك. فقط إذا كان كل عنصر من 7 ۸- 4) /44 قابلا للقسمة على 
(۸) ۾ (۸) 0 . ومنه 1 = (۸) ۾ » وهکذا نکون قد برهنا (ذ). 
ولبرهان (111) نستخدم تماما الناقشة نفسها التي استخدمناها لتبيان أن 0 = ۸ في 
q0)x() + RN, . )62.3(‏ = )¢ 
وإذا رمزناء كما في الفقرة ۰۵۳ ب (0) بر (.... ,2 1 > سا لقاس المشترك 
الأعظم. مأخوذا بمعامل يساوي 1 للحد الرئیس 6 جميع المحدّدات ابش دات 
الدسما 4 4 . فمن الواضح أن (۸) 4 و (۸) _ 4 هماء باستثناء ما يمكن أن 
يتعلق بالاشارت (۶)۸ = |27- 4|و (8)0». على الترتيب. ومنه وفقا لتعريف «العامل 
اللامتغير» في (55.3) ۳ ۱ 


وهو المطلوب في (17). 
وأخيرا لبرهان (۷) لدينا من (55.2) 
e, (^) e, )(... ۰ (A) = d, (A) = )- 12" f (A) (52.6(‏ 
وبا أن () ,© يقبل القسمة على كل () © . فمن الواضح أن کل عامل خطي من 
الجداء فى الطرف الأيسر هو بالضرورة عامل من عوامل (60. 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية (۱-۲۲) بكاملها. 


۳۸ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


وتدعی الدّالة () ۵ الدَالة المميّزة الختزلة أو الدالة الصغری ل ۸ كما تدعی 
العادلة 0 = (۸) ۵ العادلة المميزة الختزلة أو العادلة الصغری ل ۸ . 


۳ - نظریات تتعلق بالدالة المميزة الخترلة 
نظرية (1۳ -۱) 
لتكن ۸ مصضوفة غير شاذة عناصرها حى . إذا كانت () ۵ الدالة ا مميزة 
ا مختزلة ل 4 من الدرجة ۰۷ فیمکن التعبیر عن معکوس 1 أي ' 4 على شکل كثيرة 
حدود سلمية من الدرجة 1 - ءي 4 . 
ذلك لأنه إذا کتبنا 
a,. (63.1(‏ + °° + "نين اد "جره + ۸ = )¢ 


فعندئذ ۶0  »,‏ باعتبار أنه» فیا عدا ذلك» يمكن أن يكون 0 = ۸ جذرا 
للمعادلة 0 = (۸) م وبالتایی للمعادلة 0= |1 - ۸4| = (۴)۸ . ومن المعادلة : 
af =0,‏ + وی 0 یفن + SA SAT‏ 
نجد بعد نقل 4,7 إلى الطرف الایمن وقسمة الطرفین على ,۾ - . 
= 4[لنية ل ...ل ری + الع لد 
ومنه 
)63.2 ابه + ۰۰۰ + مي + و ےھ | 
نظر یه (۲-۲۱۳) 
إذا كانت () ۵ الدالة ال مميزة المختزلة ‏ لصفوفة 4 ۰ وكان () م كثيرة - 
ل في ۸ » فسیکون عندئد عه إذاء وفقط إذاء كان ل (2) م عامل مشة! 
()4 » من درجة آکب رآو يساوي الواحد» مع ( ۵ . 


لنفرض آولا أن ل () ۵ و (0 ۾ عاملا مشترکا () 4 . فيمكن عندئذ كتابة 
۱۷۵ (0 2 = (0 ف و ( / (۸) 4 = (۸) م » حيث (۸) بدو () # هماکش نا 
حدود . ومنه 
y (A) = h (A) © (A) =‏ (۸۵) 4 رك ) / = رك ) با (۸) ع 


الدّالة المميّزة المختزلة لصفوفة ۳۹۹ 


والآن 0 عد (ه) س باعتبار أن (2) هم هو الدالة الصغرى ل 4 . وبالتاللي يجب أن 
یگون (0 عهاذا. 

لنفرض بعد ذلك أن (۸) ع أولي بالنسبة ل (۸) © . فعندئذ توجد کثبرتا حدود 
سُلّمِيتان (0 :و (0) "۰ والأولى من درجة 1 - ب على الأكثرء بحيث إن 

m 0) g 0) +n 0) ۵ )( ت‎ 1° 

ومنه وباعتبار آن 0 - (۸) وء نجد 
m(A)g(A) =I, (63.3(‏ 
بحيث إن (4) م غير شاذ . وفضلا عن ذلك فان (۸) 7 هو معکوس (۸) ۽ . وهکذا! 
نکون قد برهنا لیس فقط النظرية ٩۳(‏ -۲) ولكن أيضا النتيجة التالية : 


نتيحة (۱۳ ) 

إذا كانت الدالة المميزة الختزلة (0 ف لصفوفة 4 من الدرجة ۷ » وإذا كانت كثيرة 
احدود السلمية (0 ۾ أولية بالنسبة ل (0 ۵ فعندئذ یکون (۸)غبر شاد ویمکن 
التعبير عن ' [(۸) ع] على شكل كثيرة حدود في ۸ من الدرجة 1 - ۷ علی الأكثر. 


)٤ - ۱۳( نتيجة‎ 

إذا كانت (0 ۸ و (0 ع کشبرني حدود سلمیتین وکانت (0 ع آولية بالنسبة 
ل (۵0 » فاما أن تکون الدالة النسبية في 4 » (۸) ع/(4) 7 » هي الصفوفة صفر آو 
أنه يمكن التعبنر عنها على شکل كثرة حدود في 4 من الدرجة 1 - ۷ على الأكثر. 


لرهان هذه النتيجة الأخيرة. نلاحظ آولا أنه إذا كانت (۸) ۸ قابلة للقسمة على 
() م فان 0 = (۸) ۸ . وفيا عدا ذلك. فان (۸) ۽ / (۸) / يساوي جداء (4) / بكثيرة 
حدود من درجة أصغر أو تساوی ۷-1 وكثيرة الحدود هذه هى ۲ [(4) ع] . وإذا كان 
اخداء (۸) مر من درجة أكبر أو تساوی ۷ فلدينا بعد القسمة ۳ (() ۵ . 
(A) + ۲ (A),‏ م (A)‏ و = p (A)‏ 


Fine, College Algebra, (Boston 1905), pp. 208-209. (3¥) 


۳۲۰ مدخل إلى نظرية الحلدات والصفوفات 


حي () ۲ من درجه أصغر أو تساوي 1 <- ۷ . ومنه نحل 
(A) = :)4(,‏ م 
وهذا يرهن النتيجة (1۳ -4). 


والآن لتكن عناصر 4 في حقل7. ولنفرض أن الدالة المميزة المختزلة (۸) م 
ل 4 غير قابلة للاختزال ی 7. . فاما أن تکون كل كثيرة حدود سلمية () ع معاملاتا 
ی . قابلة للقسمة على (0 ۵ أو یوم لجن . آي آنه حسب ترتیب 
الحالتين؛ إما أن تكون 0 = (۸) م أو أن لها مقلوبا هو كثيرة حدود في ۸ . ومنه نجد أن 
مجموعة كل كثيرات ال حدود السلّمية في 4 ۰ التى تكون معاملاتها في. » تشكل حقالاً: 
ذلك لانه من السهل التحقق من أن الشروط (1.1) » ... » (1.6) و (1.9) ملمّاة. 


نظرية  57(‏ ۵) 
لتكن 4 مصفوفة مربعة عناصرها في حقلح . إذا كانت الدَالة المميزة ا مختزلة 
() © ل 4 غير قابلة للاحتزال فيح » فان جموعة کل کشیرات انو السلمية 

في 4 من درجة أصغر من أو تساوي ۰۷۲-1 ومعاملاتها فح » تشکل حقلا. 


توضیح : الدّالة المميّزة الختزلة ل إن ۲ ] = 4 هي 1+ 1 وهي غير 
قابلة للاختزال ضمن حقل الأعداد الحقيقية . ومنه فان مجموعة كل كثيرات الحدود 
الخطية قى ۸ بمعاملات حقيقية: أي مجموعة کل الصضوفات من الشکل 
4 ( *_] = 4و + لس حيث «و رحقیقیان تشکل حقلا. 


:+" المصفوفتان ۸8 و84 
لتكن ۸ و 8 مصفوفتين مربعتين « × 7 عناصرهما في حقل2. . إذا م تكن كل 
من ۸ و 8 شاذتين فعندئذ تكون 48 و 8۸ متشابهتين. وبالتالي فإنه ليس لها فقط اذل 
المميزة نفسها ولكن أيضا الدّالة المميزة الختزلة نفسها. وهکذا إذا كان 0غ |4| فان 
4 = 4 (84) 4-1 . وعلى أى حال. فإنه إذا كانت كل من 4 و 8 شاذتين» فانه 
سیبقی ل ۸8 و 8۸ الدالة المميّزة نفسها ولکن ليس من الضروري أن يكون ليا الدالة 
اة الختزلة نفسها. 


الذالة الميزة المختزلة لصفوفة 6 


وثبرهن العبارة السابقة بسهولة كا يلي : وفقا للنظرية (۱۲ -۲) توجد مصفوفتان 


۶و 0 » عناصرهما فی . بحیث إل 
PAQ = |“ /‏ = ,4 
0 0 





ور 11 


Bı = 0۳۱8۳ د‎ ۱ 
E يه‎ 








حيث ,8 مصفوفة مربعة ۶ ۰۲۱ ونستنتج من العلاقة 
۱و رم = ۱8۳۲ A,B, = PAQQ‏ 
أن ل 8 الكالة الج ل ۸8 نفسها. وبصورة مشامهة نستنتج آن ل ,8,۸ الدالة 
المميزة ل 84 نفسها. 
ومن العلاقتين 


A,B, = ۳ BA, = ۳ / 
0 Û 21 (0 





لدينا 
AE, x] Pe Tk 1‏ 
برس 0 
Pg My 080 ۱‏ من لا E‏ 
سب Bı‏ 





ووفقا لنشر لابلاس. من السهل روية أن قيعة کل من الحددتين هي 
اهوت ] زابوت هل 

ولکي نبین أنه إذا كانت كل من 4 و 8 شاذتين فليس من الضروري أن يكون 
للمصفوفتين 48 و 84 الدالة المميّزة الختزلة نفسهاء ويكفي أن نعطي توضیخا 


بسیطا. فاذا کان 
f‏ امد ]-» 


فعندئذ إل ] = 48 و( 0] = 84 . والدالتان المیزتان الختزلتان للمصفوفتین 
الأخيرتين هی روم ¢ على الترتیب . 


لتكن (2) ب و (۸) به الدالتين المختزلتين ل 48 و 24 على الترتيب . إذا كان 


و دک حو چاو بویا د ا 


(64.1) 
ينا‎ > 1( 
فعندئل‎ 
۵ (AB) = 2 c.(AB)" ' =0 )64.2( 
والآن‎ 
B (AB) A = B (AB) (AB) ... (AB) A = )8۸( 7 '*!(i=0, ...,v) 


ومنه بضرب طرفي (64.2) على الیسار ب 8 وعلى اليمين ب ۸ » نجد 
(4ل8اف١(ل8)‏ = 1*1 ”(لرظاه رخ = B{(AB)A‏ = 0 


وبالتالى تحقق 84 المعادلة 0 = (0 ۸۸ . ووفقًا لذلك. وبالاستناد إلى النظرية 
(؟5 - )١‏ (111) فان (۸) ۵ ۸ تقبل القسمة على (۸) ۷ . وبصورة مشامة فان 
(0 ۷ 2 تقبل القسمة على (0 0 . ومن السهل أن نبين بدءًا من هذين الشرطين حتمية 
نمحقق إحدى العلاقات التالية : 

P0) = O), رتح (0 ف‎ (N, ^0) = vO) 
: وهكذا نكون قد برهنا النظر ية التالية‎ 


نظرية (۱-۹4) 

لنرمز ب 4 و 2 لصفوفتین مربعتین ۸ × «عناصرهما في حقل. . إذا لم تكن کلتا 
الصفوفتین 4 و 2 شاذنین یکون للمصفوفتین 48 و 24 + لیس فقط الدالة ا مميرة 
نفسها » ون آیضا الدالة الح الختزلة نفسها» وة كانت 4و 2 شاذتین» کرت 
ل 48 و 24 الدالة ا مميّزة نفسهاء ولکن لیس بالضر ورة الدالة ا مميزة الختزلة نفسها . 


الذالة المميزة المختزلة لمصفوفة TT‏ 


وفي جميع الأحوال» يمكن أن تختلف الدالتان ا مميزتان الختزلتان ل ۸8 و 84 


بالعامل 2 على الأكثر. 
تمارين 
أوجد الدالّة المميّزة والدالّة المميّزة الختزلة لكل من الصفوفات 4 التالية» ومن 


2 


أجل كل مصفوفة غير شاذة ۸ أوجد 4-١‏ ككثيرة حدود سلمية من درجة أصغرية في 4 . 









و 9 1 
۱ ) 0 1 0 
0 0 باب 
۱ 0 2 
ع 1 0 3 ۴ 
۹ 0 0 
1- 1 1 3 3 
5 5 إهم جه ي و چ 
3 3 3 2 
او 3 1 9 
6 4 
9- 0 0 م ' 
83 0 0 2 0 
لايد که 8 اس ات 
٩‏ ) 2 3 4 2- ۷ 
(2- 0 0 1~ 8 س 
1 3 1 1 
۲۱ 1= 1 1- 1/1 
01 2 
لسد زب ] 


۳۲ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوقات 


من أجل الأزواج التالية من الصفوفات شر ¢ هع أوحد الدالة الم والدالة 
المميزة الختزلة ل ۸8 ول 84 . 





UY ld o 
وت بت‎ -1 -9 
4 - | 1 م‎ - | 9 55 
3 6 3 - 3 
وت و‎ 2 4 2 32 
E 1! 1 ا 1 ام‎ ۶4 
-1 1 -1 -3 وب‎ [1 
۲-9 2 4 2020 =2 وس‎ 
۸4 - ۱-2 2 رای‎ B=| 4 6 (۰ (1٥ 
1 -1 -2 4 4 -2( 


١‏ إذا کانت وة مصف قي مربعتین + »ع فبین أن آثر الصفرقة 
۸ - 48 = © هو الصفر . 

۷) لیکن ۳ و ۸ صحيحين موجن « < 7۰ ولتکن آبعاد ۸ و 8 هي « × 7 
وعم × ٠۸‏ عل الترتیب . بين أن 

|۸۵ ۸1 ۳-۳8۸4 1, 

4 ذا كانت 4 و 8 و 6 مصفوفات مربّعة « × ۰۰ فبین أن لكل من الصفوفات 
6 864 و48 الدالة المميّزة نفسها. عمُم . 

6۹ من أجل کل من الأزواج التالية من الصفوفات 8 و2 . حدّد ما إذا كانت 8 
مشامبة ل 2 أم لاء وفي حال التشابه آوجد مصفوفة غير شاذة 2 بحیث إن 





BP= PD 
506 ۰ a Û © با‎ ۳ 
2 4 2 3 
و ی‎ 
.- 0 3 








۵ - علاقة التکافق 
لنعتہ جموعه ۸ مصفوفات B, E‏ ,كل عناص ها ٤‏ حمل 7 1 ولنفرض وجود 
علاقة ثنائية» نرمز لها ب = » تتصف بالخواص الأربع التالية : 


(65.1) اما م 4 أو 8 ۳ A‏ « (العلاقة حتمية Determinative‏ ) . 

(65.2) ۸ ك 4 (العلاقة انعكاسية Reflexive‏ ) . 

(65.3) إذا كان 8 2 ۸ فان ۸ 2 2 (العلاقة متناظرة Symmetric‏ ( . 

(65.4) إذا كان 8 ک 4 و © 2 8 فإن © = 4 (العلاقة متعدية 1:06:۷6 ) . 


وسندعو مثل هذه العلاقة علافه تکافو. (*) 


وكأمثلة على علاقة تكافؤ يمكن ذكر ما یل : 
)١(‏ مساواة فعلية 8 = ۸ » حيث 4 و 8 مصفوفتان × 72 . وهو الشكل الأكثر 
(ب) تكافؤ مصفوفتين « × »7 تحت تحويلات ابتدائية. وفي هذه الحالة 8 4 إذاء 
وفقط إذاء كان ل 4 و 8 الرتبة نفسها. وهي إحدى أقل علاقات التكافؤ تقييدًا . 
(ج) شات شوقن مر ين مج 8 داچ 
( د) تطابق مصفوفتن ر كن 4 ×۸ ۰0۸0 حیث © غير شاذة. 
وسنشم غالبًا إلى الخواص (65.2) ۰ (65.3) و (65.4) على آنها امخواص و۲ - 5 - ف ». 


عد ندعی غالا علا وه مساواة . 


۳۳۵ 


۲۲٦‏ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


ولتبيان أن علاقة التشابه تحقق الخواص (7 - 5 - #) نلاحظ أن )١(‏ 
۸ = ۸ ۰.1 (۲) إذا كان 8 = ۱۸۲ ۲ فعندئذ 4 = 9-۱80 حيث 
O ۳‏ (۲) إذا كان 8 ۱۸۴ ۳ م = 8۳۱88 فعندئذی = 0-۱۸0 
حيث PR‏ = © , 

وتقوم علاقة تكافؤ معرفة من أجل مجموعة من الصفوفات بفرز هذه المجموعة 
إلى فصول تکافو. ویتالف الفصل الذی تنتمی إليه الصفوفة ۸ من جميع 
الصفوفات × من هذه الجموعة التي تحقق ۸ 2 × . وفي حالة الساواة الفعلية, 
لا حتوي کل فصل إلا على مصفوفة واحدة. 





٦‏ - الصیغ القانونية لصفوفة تحت تحویلات التشابه 

لتکن ۸ مصفوفة مر بعة 7 × : عناصرها في حقل7. ولتکن 7 مصفوفة غير شاذة 
عناصرها في 7. . فمجموعة كل الصفوفات ۲۱۸۳ تولف فصلا من الصفوفات 
المشابهة ل 4 . وتوجد بعض من مصفوفات هذا الفصل تکون أبسط من حيث ترکیبها 
من الصفوفات الأخرى في الفصل نفسه جما یوضح وجود خواص معيّنة لا متغترة یتصف 
بها هذا الفصل . وتعرف هذه الصفوفات بالصیغ القانونية . ولائنین من هذه الصیغ 
القانونية أهمية خاصة. (۱) صيغة جورادن القانونية أو الصيغة الكلاسيكيّة. 
و(۲) الصيغة القانونيّة القياسيّة . وتوضح الأولى القواسم الابتدائية للمصفوفة المميّرة 
٠ 4-7‏ بينم| توضح الأخرى العوامل اللامتغيّرة ل ۸-21 . 


۷ - صيغة جو ردان القانونية لمصفوفة 
لتكن ۸ مصفوفة مربّعة ۸ × ۰ عناصرها في حقل الأعداد المركبة . لتكن القواسم 
الابتدائية ل 47- 4 مكتوبة بأي ترتيب هي : 
a)", (Ev, > n), )67.1(‏ سای ... a)", (A= a)”,‏ -ز) 
حيث القادیر » هي الجذور الميزة ‏ ۸ ۰ ولیس من الضروری أن تکون كلها متميّزة. 
واذا استطع: ا الان كتابة مصفوفة 7 بحيث يكون د ۸7 - / القواسم الابتدائية ف 
(67.1) ۰ فان 7 ستكون. وفقا للنظرية ۵٩(‏ - ؟). مشابهة ل 4 . 


وقبل کل شىء نکتب مصفوفة مر بعة XV.‏ ۷ بحیث یکول ل 7 - 7 القاسم 
الابتدائی الوحید ' ۱ (ه - ). . ومن الواضح أنه من أجل 1 < .۷ تتصف المصموفة 


WX المربعة‎ 


D, .)67.2(‏ > عم 


۱ ۳ 





التی محوي ,»فی كل مکان من القطر الرئیس» وا نی القطر الذي یعلوه مباشرق باخاصة 
المذكورة اسا ولك لآق ۲( ) د ١1|‏ - ا + بینا قيمة الحدد ۳۳ ذى 
ال 1- ,۷ صفا والناتج عن حذف الصف الأحر والعمود الأول هی الواحد . وبالتالى 
فإن ؛ القاسم المشترك الأعلى لجميع المحدّدات ی ف با ا ذات ا(1 = 
8 هو الواحد» بحيث يكون ل 47 - 7 العامل اللامتغير الوحيد * (» - ۸) وبالتالی 
فله في هذه اخالة قاسم ابتدائی وحيد. وإذا كان 1 = ۷ ناخذ كمصفوفة 7 المصفوفة 
1 × 1 :(به) التى يوجد لمصفوفتها المميزة (۸ - ,ه) القاسم الابتدائي الوحيد به - 7 


مکنا الا ن أن نکتب مباشرة مصفوفة ل مر بعة ۸ × 7 قواسمها الابتدائية هی 
العبارات في (67.1). وفي الحقيقة فان الصفوفة من النوع الطلوب هي المصفوفة 


Û 0‏ وله 
e 8# )67.3(‏ و | 
0 0 


حيث هو المصفوفة المربعة ,۷ × ۷ العرفة فى (67.2) » إذا كان 1 < ,لا . بين) ,7 
(ar) i.‏ المؤلفة من عسصر و احد ‏ إدا کان 1 ار وبالاستناد إلى النظر ية 
ا ايكون القواسم | الابتدائية (د ۸7 - .هي القواسم الا شداتة 


۳۳۸ مدخل إلى نظر ية الحذدات والصفوفات 


ل 1 (؟.... ,1,2=) » مأخوذة مع بعضها. وهی بالتالي العبارات المذكورة في 
675( 

وسنشير إلى في (67.3) على أنه صیغه جوردان القانونیة نحت محویلات التشابه 
لصفوفة ۸ مربعة # ۷ القواسم الابتدائية لمصفوفتها المميزة ة هي تلك المذكورة في 


. )67.1( 


وبدلا من استخدام الشكل في (67.2) ۰ الذى يحوي المقادير 1 في أول قطر 

يعلو القطر الرئي س» يمكن استخدام J,‏ » منقول الصفوفة 1 وهو يحوي القادیر 1 في 
اول قطر مت القطر الرئيس . والذي یمتلك آیضا لقاسم الابتدائی الوحيد 
۸-۰۲ . ويشيربعض الكتاب إلى '7 » منقول الصفوفة في (67.3) على أنه صبغة 
جوردان القانونية . 


وردلا من المصفوفة ,في (67.2) لنعتبر المصفوفة المرّعة >« ب : 


0 0 و6 ۵ 0 
وري ين 0 0 
Cj‏ 0 0 0 


حيث المقادير » في القطر الأول الذي يعلو القطر الرئیس (القطر العلوي الأول) هى 
اعداد اختيارية لا يساوي أي منها الصفر. وف الحقيقة يمكننا الذهاب إلى أبعد مره 
ذلك ونضم بدلا من الا صفار فوق القطر العلوی الأول أية آعداد كانت . . ومن السهل 
ا نتحقق عندئذ من أن للمصفوفة الناتجة القاسم الابتداه ئی الوحید ' (» -) 
كه يكن الوه یتیب بح . وقد اختبرت هذه الأخبرة, على أي 
حال. لاغها أكثر بساطة . 


الصيغ القانونية لصفوفة ۳۹ 


توضيح : صيغة جوردان القانونية لمصفوفة 4 بحيث تكون القواسم الابتدائية 
لم سوه 2 +0 2 و (4-) هي 


۱ ۱ 0۵ 1 ت 
۱ ۱ 1 وس 6۵ 
١‏ 04 بعد ظ ظ 
)67.4( اا ی ا سي 
| نت ) 
و ف ود اناده خوك از بح تن شع اح انك جه تا تس كك 
1 4 ۱ ۱ 
۱ 1 
4 0 ! 


حيث العناصر خارج القوالب القطرية هي أصفار. 


۸ - مصفوفات بشواسم ابتد از فة خحطة 

في الحالة الخاصة التى تکون فیها جميع القواسم الانتدائية حطلیة ایو نیت 
جوردان القانونيّة إلى مصفوفة تكون القوالب القطرية فيها هي عناصر 1 ۰1 أي إلى 
مصفوفة قطرية . وهكذا إذا كان ل ۸7 - 4 القواسم الابتدائية 
ah — ay, A — a, )68.1(‏ سإ( 
فإن صيغة جوردان القانونية ل 4 هي 
)68.2( ا ا ۵ J = diag (a,‏ 
وينبغي ملاحظة أن المقادير » هنا ليست مختلفة بالضرورة. 

قل العکس. إذا کان معطى ب (2 .68) » وکانت 4 أي مصفوفة ة مشابهة 
ل » فعندئذ یکون 7-27 وبالتالی ۸71 - 4 » القواسم الابتدائية ة الخطية فى 
(68.1) » وذلك وفقا للنظر یه (5ه - ۳) . 

وهکذا نکون قد برهنا النظرية التالية : 
نظرية (۱-۱۸) 

الشرط اللازم والكافي لتکون المصموفة ا مربعة م × +7 مشاعبة لصفوفه فطر یه 
هو أن تكون القواسم الابتدائية ل 17 - رک 


۲۳۰ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


لتکن (۵ ب الذالة المیزة الختزلة ل ۸ ولتکن ,() ,ع .... ,(۸) ره ,(۸) € 
العوامل اللامتغيرة ل ۸-2۸7 . فبالاستناد إلى النظرية ٦۲(‏ -۱) يكون 
(0) > - ( 0 . والان دا کان ق بخدائية خطية فعندگن یکون 
ل (0 ,» عوامل متميزة خطية ية وفقا للنظرية 9ه 0۱ . وعل العکس. إذا كان 
ل (۸) ,» عوامل متميزة خطية 2» أو باعتبار أن کل (۸) © هو عامل ل (3) ,© » فسیکون 
لكل (1) ,© عوامل متميرة ی . وبالتالى فإن القواسم الابتدائية 42/1 هی جميعها 
ا . وهذه النتيجة بالاشتراك مع النظرية (1۸ - ۱) تنتج النظرية التالية : 


نظرية (۰۸ -۲) 

تکون مصفوفة مربعة 4 مشامهة لصفوفة قطرية إذاء وفقط إذاء كان للدالة 
ا مميّزة الختزلة ل 4 عوامل خطية متميزة فقط . 

ولدینا آیضا النتيجة الباشرة : 
نتیجه (۱۸ - ۳) 

تکون مصفوفة مربعة ۸ جذورها المميّزة كلها متميزة مشابهة دات لصفوفة 
قطرية . 


8" الصيغة القانونية القياسية لمصفوفة 
لتكن ۸ مصفوفة مربعة « × «عناصرها في . . وكثيرا ما تقع الجذور المميزة 
,» ,... ريه »ل 4 في حقل موسّع للحقل2. . وهكذا إذا كانت عناصر 4 أعداذا 
نسبية » فان الجذور المميزةء أو بعضها على الأقل» يمكن أن تكون أعدادًا غير نسبية 
أو را أعدادًا مركبة . وبالتالی فقد تحوي صيغة جوردان القانونيّة أعدادًا مركبة أو 


آعدادا غر نسبية . 


والصيغة القانونية القياسية التى سنعرفها الآن توضح العوامل اللامتغيرة 
ورهن ولا التمهيدية التالية : 


الصيغ القانونية لمصفوفة ۲۳١‏ 


تمهيدية (۱۹ - )١‏ 
لتك 4 مصفوفة مربعة ۸ × 7 عناصرها في حقل 7. ۱ ولنفرض أن 17 - 4 
ها عامل لا متغر واحد فقط (۸) ,© ختلف عن ال 1 + . إذا كان 


Ea ER FEE )69.1(‏ قزرو 1 N‏ دازا( 
فعندئذ تکون 4 مشاة للمصفوفة 
0 0 1 0 
0 0 0 0 
د او ۱ ده .و nly‏ 
1[ 0 0 0 
dı -- 0‏ = 1- را قاس 


ونلاحظ أن الصفوف ال 1 - ۸ الأولى من ۸ تتألف من أصفار باستثناء ما كان من 
عناصرها في القطر العلوي الأول فهي تساوي الواحد . بینا يحتوي الصف الأخير على 
معاملات (2) ,© » باستثناء معامل الحد الرئيس . مكتوبة بترتيب معكوس ومسبوقة 
بإشارة سالبة . 

ولكي نبرهن التمهيدية نحتاج فقط لتبيان أن العوامل اللامتغيرة 
للمصفوفة - ۸ : 


0 0 1 اسم 
0 0 (- 09۵ ۱ 
E | 0 1 0‏ 


و مهد و ۵0 


( ع ر@ = و ۰۰۰ پا ~a,‏ 


هي ( ,1.۰ ...۰ ,۰1:1 حیث (۸) ,» معطی ف (69.1). لنعرف كرات احدود 
(0 ,ا ,)اکا یی : 0-2 - رل ۸-۸2 هره = = + ره - = ر 


علش عه دق ,2-0 . ومن السهل أن نتحقق عندئذ 
من أن () ,ء- = (0 ,۶ . لنطبق الآن على 7-27 التحویلات الاأولية التالية : نضیف 


TT‏ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


إلى العمود 1 - ۸ جداء العمود ٣ب‏ ۸ وي المصفوفة الناجة» نضيف إلى العمود ۸-2 
حداء العمود [ سب ب ۸ ۲ وستمر الطريقة ف خر إلى العمود الأول حل اء 
العمود الثاني ب . فنرى المصفوفة الناتجة على الشكل : 


2 
ت 
© 


HRM mmm NEES RGAE hE SEER Em ¥ 


4 ¥ me U ذ‎ 
0(( 0ی‎ ۰ f(۸) ],( 


إذا طرحنا الان من الصف الأخير الصفوف ال 1 - ۸ الأولى بعد ضرب كل منها بعدد 
مناسب ثم وضعنا العمود الأول کاخر عمود. فاننا نختصر 5-27 إلى الصيغة 


۲1 0 ۰۰۰ 0 8 


0 0 ۰۰۰ 1 0 
(69.3) توت سا سوب 


0 0 ۰... 1 0 
0 0 ۰۰۰ 0 1,0( 


ومن الواضح أنها تمتلك العوامل اللامتغيرة (0 f,‏ "(1 -) = (۸) ,» ,... ,1 ,1 وهو 
المطلوب . 

لنفرض الآن أن العوامل اللامتغيّرة ل27- 4 هي 
OE, hegê (۰ )69.4(‏ كبا رسيا ,1 
حيت )ون الدوجة ,۷ :(8 = و (0 بر تقبل القسمة علي 
(3) ,» (1 - 5,... ,2 ,1 = ). نكتب الآن المصفوفة التي يتألف قطرها من قوالب : 


)69.5( 





الصيغ القانويّة لصفونة ۳۳۳ 
حيث .8 هی مصفوفة مربعة ,۷ × ,۷« مثل ۸ في (69.2) » والصف الأخير من ,۸ يحوي 
معامل (0 ,© تمامًا کا يحوي ۸ في (69.2) معامل (3) ,2 . ومن السهل رؤية أن 
7-7 تمتلك اما العوامل اللامتغيرة في (69.4). ذلك لأنه بدون التأثير في القوالب 
الباقية» يمكن تطبيق تحويلات ابتدائية على صفوف وأعمدة ۸7 - ,۸ » كا في برهان 
التمهيدية تماماء وذلك حتى يتم اختصار القالب العني إلى الصيغة (69.3). ويمكن 
القيام بذلك بالنسبة لكل قالب من القوالب. وعندئذ يمكن القيام بانسحابات 
للصفوف وللأعمدة حتى يتم اختصار 7-27 إلى صيغة سميث الناظمية حيث تحتل 
العناصر في (69.4) مواضع القطر الرئيس . وستدعى 8 في (69.5) الصيغة القانونية 
القياسية للمصفوفة 4 التى تمتلك مصفوفتها الميزة العوامل اللامتغيّرة في (69.4). 


توضيح : اکتب الصيغة القانونية القياسية لمصفوفة 4 مربعة 5 × 5 تمتلك 
مصفوفتها المميزة العوامل اللامتغيرة 1 > 1 + 1> 1+ ۸+ ۸3 13-1 . 


0 1 ۳ 
اد‎ 8 
R= 10 1 0 
0 0 0 [1 
/ 1 0 0 


تعریف 

يقال عن مصفوفة مربعة ۶« × :« دالتها ا مميزة ا مختزلة من در جة آصغر من 7 : 
نها مصضوفة متردية . وإذا كانت الدالة الميزة الختزلة هي الدالة ا مميزة للمصفوفة 
نفسها . قلنا: إنها غير متردية . 

والآن يمكننا كتابة النظرية التالية : 
نظرية (59 -۲) 

لتکن »+ 1 ._ 4 + ... +۵۳۲ + ”1 - () کش مة حدود كيفية من 
الدرجة :« » معامل ا حد الرئيس فيها يساوي الواحد والعاملات ,»ف حقل7. . فتوجد 


A:‏ مدخل [ل نظرية الحددات والصفوفات 


مصفوفات 4 مربعة ب X‏ و غير متردية ع عناصرها أ ویشکل (۸) ع دالتها ا مميزة 
ا مختزلة » وفي ا حقيقة تشکل ‏ في (69.2) » أو أي مصفوفة 4 مشامهة ل 7 وعناص‌ها 
فيح » مثل هذه ا مصفوفة . 


۷۰ - المصفوفات معدومة القوى 
اکان نی مد سرا ای سا ۱ إذا كان يوجد عدد صحيح 
موجب 7 بحيث ان ۰۸۷-0 فيقال : . إن ۸۷ معدومة القوى . وإذا كانت 7 أصغر عدد 


رسييو دیف لإزة زیی إن ۸۷ معدومة القوى دليلها ”7 . 


وعلى سبيل المثال. إذا كانت [1_ 1_] = ۸ فإن 0 = ۸2 . وبالتالى تكون ۸ 
مصعوفة معدومة القوى دليلها 2. 

لتكن N‏ معدومة القوى دليلها 7 . فعندئل تحقق ۷ المعادلة السلّمية 0 = ۳ 
ومنه وبالاستناد إلى النظرية (57 - ۰)۱ تكون الدالة المميّزة المختزلة (3) 4 ل ۸ عام 
من عوامل ”3 . وبا أن 0 ++ ۸۷( > ) فيجب أن يكون ”۸ = (۸) 4 . وهكذا فان 
جميع جذور المعادلة المميزة المختزلة. وبالتالى واستنادا إلى النظر ية (1۳ - ۰)۱ ك8 
تکون مساوية للصفر. وعلى العکس. لنفرض أن الجذور الميّزة ل ۸ جميعها أصفار, 
فالمعادلة المميزة ة ل هي إذن 0 = ۰۳ ومن نظرية کایل هاميلتون يكون 0 - ۳ . 


وهکذا نکون قد برهنا النظر یة : 
نظرية (۱-۷۰) 

لتکن ۷ مصفوفة مربعة « × « عناصرها في حق ل7. . فالشرط اللازم والكافي 
لتكون ۸۷ معدومة القوى هو أن تکون جيع ا جذور ا مميزة ل ۸ مساوية للصفر. و ادا 
كانت N‏ معدومة القوى دليلها :7 فان لا يمكن أن تتجاوز ‏ . 


ونحصل على صيغة جوردان القانونية لمصفوفة معدومة القوى ۸ من المصفوفة 
ل في (67.3) وذلك بوضع 0 بدلاً من كل ,» . وإذا كان أكبر قالب قطري عبارة عن 


۲۳۵ 


الصيغ القانونيّة لصفوفة 


- الصفوفات الدورية 

تعر یف 

يقال عن مصفوفة مر بعة £ عناصرها ف حقل7. : انپا دورية ادا كان یوجد عدد 
صحيح موجب # بحيث إل 
(71.1) 7 
وإذا كان # أقل عدد صحيح موجب تتحقق من أجله (71.1) ۰ فلقول: إن ۸ 
هو دور 5 . وبصورة خاصة إذا كان 1= » فعندئذ 8 = £ وتسمى 8 عندئذ 
متساوية القوى . 

وب ]| أن × تحقق المعادلة السلمية 0 = (1 - *0 ۸ » وليس ها أية جذور 
مكررة» وباعتبار أن الدالّة المميّرة الختزلة () 0 ل ۶ هي. وفقا للنظرية 
(1۲ - ۰0۱ عامل من عوامل (1 - 0 ۸» فنستنتج أنه ليس ل 0 - () ۵ أي 
جذر مکرر. وبالتالي. وبالاستناد إلى النظرية (۸ -۰)۲ تكون 8 مشابهة 
لصفوفة قطرية» حيث يكون کل عنصر من عناصر القطر إما صفرا وإما أحد جذور 
العادلة 72-1 . وفضلا عن ذلك. وبالاستناد إلى النظرية  "/8(‏ ۱ فان فواسم 
2-7 الأولية هى قواسم مل 

وعل العکس لیکن ۶-۸71 قواسم ابعداقة خحطیة . اذا کانت 
#6 وس شايع انور للميرة ل اف دة تکون ٤‏ مشاه للمصفوفة 
القطرية (ه .... ,ره ,,») عهنك . ومنه ع -!**ث إذاء وفقط إذا. كان 
م اک إذاء وفقط إذاء كانت المقادير » آصفارا أو جذورا للواحد 
من المرتبة # . ومن أجل م > و > 1 إذا كان ,© اخذر الأول من المرتبة ۷ للواحد 
(,... ,2 ,1 > ) » بينها 0 = » (م ,... ,۶+1 > ) » وإذا كان 6 المضاعف المشترك 


چ ات 





البسیط لم۷,... ۷ا۷ فان (71.1) هي المعادلة السلمية ذات الدرجة اا التي 
ومنه نجد النظر یه : 
نظرية (۷۱ -۱) 


تکون الصفوفة + دورية› اي أن 5 تحقق معادلة من الشکل ۶ = 2۸*۱ . 
إذاء وفقط إذا كانت القواسم الأولية ل 17 قوانسم ل وكات الور المع 


۳۳۹ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 
۶ ما آصفارا أو جذورا للواحد من الرتبة ۸ . 


وكتوضيح للمضفوفات. الدوريةء لنعتبر الصفوفات £ غير الشاذة بحیث إن 
£ = . وبا ن غير شاذة فهی تحقق المعادلة 0= 12-1 . وبالتالی فان الدالة المميزة 
الختزلة ل ± هي من عوامل ا . إذا فرضنا آن م + 8# ع فان الدالة المميزة. 
المختزلة هي 12-1. أى أن الجذور المميزة هي 1+ ¢ 1ب , ومنه یکون 2 مشاسها 
للإحدى المصفوفتين القطريتين 


م 0 1 
)71.2( ,را اك 0اش 
الأب % Û‏ 


المصفوفتين في (71.2) الشباه التوافقي . 


۲ - تصنيف التسامت 
لیکن برد ,..۰ در × ول وین بر ,را = ۲ متجهي عمود بعد كل منه) 
un‏ الج يوني بسار ويدف فوق حقل 7 . وکا في الفقرة 08 
سندعو علاقه المصفوفات 
Y= AX )72.1(‏ 


التى نحوّل بوساطتها المتجه × إلى اجه ۲ ۰ تحویلا حطیا متجانسًا. وتحت التحویل 
72.1( إذا حولنا التجهات 0 گنه ۱۳۱۴ المتجهات میم کی قل ال تن 
فعندئذ يتحول» وفقا ل (72.1) » المتجه النموذجي ,26 + ... + ,2,۲ للفضاء المتجهى 
اخطي التولد عن التجهات ,× .... ,1۲ ل المتجه ۲+ ... + K۲‏ للفضاء التجهی 
الخطى التولد عن التجهات هی : ۱ 

من أجل 4 = «یمثل اجه × في امندسة الاسقاطية. الإحداثيات الإسقاطية 
المتجانسة لنقطة في الفضاء. وليس المهم القيم × نفسها ولكن نسبها. وفي هذه الحالة 
وتحت التحويل (72.1) تتحول النقاط المستوية (في مسنوی واحد) إلى نقاط مستوية. 


الصية بغ القانونية لصفوفة ۳۳۷ 


وبالتالي تتحول الخطوط, تقاطع الستویات, إلى خطوط. وهكذا يدعى تحويل من 
ا (1 ي ا الا سقاطیة تسامتا ٠‏ وبصورة ة مشامبة إذا كان 3 = + فإن (72.1) 
للل تسامتا نی مستوی. ويدعى التسامت شاذا أوغيرشاذ حسبها تكون 4 شاذة أو غير 
شادة . 
رأينا في الفقرة ۲۵ أنه. إذا كانت © مصفوفة غير شاذة فان التسامت 
(0 1 -ع) = ۲ 

یمثل التسامت ۸4 ۲ نفسه» غير ان مسرب ال غتاور |سناد آغری وللمصفوفتین 
المیزتان ل ۸ و »1۸ 0 القواسم الابتدائية نفسهاء كا أن صيغتي جوردان القانونیتین 


لنفرض. على أي حال. أن 4 و 8 مصفوفتان مربعتان ۸ × ۸ لا تمتلك 
مصفوفتاهما الممئرتان القواسم الابتدائية تفسها» ولکن هیا میز سیجر (56876) 
نفسه. أي أنه يوافق كل قاسم ابتدائي ۷ (به - )ل ۸7 - 4 قاسم ابتدائی 
80۱1 - .0 ل 2-27 له القوة .7 نفسها . هنا نتفق عل أن ن 0 -,ق8 إذا وفقط إذا كان 
0 = ,۰ . وصیغتا جوردان القانونیتان ل 4 و 8 تتطابقان عندئذ من حيث البنية وحتلقان 
فقط في الجذور التى تظهر في القطر. ونعتبر عندئذ التسامت ×4 = ۷ و ×8 < ۲ من 
النوع نفسه . ونمضی الآن إلى تصنیف تسامت الستوي وفقا للنوع : 

لتکن ۸ مصفوفة مربّعة 3 × 3 عناصرها فى حقل مركب ولتکن (۸) ,۰6 (۸) رع 
و (۸) ر العوامل اللامتغيّرة ۸/1 - 4 . فیوجد وفقا للنظرية (۵ - ۲) كثيرتا حدود 
ابتدائیتان معاملاتهها. مصفوفات () ۶ و (۸) © . بحیث إن 

(A - AT) 0 (A) = diag [e, (^), e, (^), e, ((‏ )^( م 
حيث المصفوفة القطرية في الطرف الأيمن هي صيغة سميث الناظمية. وإذا أخذنا 
محدد كل من الطرفين وتذكرنا أن ۳۱| و |0| عددان ابتان يختلفان عن الصفرء فلدينا 
Ef)‏ = (۸) ,0(6 يه (0 e,‏ 

حيث () هي الدالة المميزة ل ۸ . 

لنفرض الآن 0 = (۸) ها ثلاثة جذور متميزة به ,ره ,.»» جميعها مختلفة عن 
الصفر فعندئذ» ووفقا للنظرية (57 - »)١‏ تكون ره ,یه ,,»جذورًا ل 0= (۸) ره بحيث 


۳۳۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


إن ره - ۸) (ره -0 (» - ۸) = () په بينها 1 = (0 ره = (۸) ,> . 


للمصفوفة 21 - 4 قواسم ابتدائية خطية مشايهة للمصفوفة القطرية 





a, 0‏ 
ره 0| »ء ومميز سیجر هو [(1) (1) (1)]. 
Û0 Û‏ 


لنفرض. على أي حال» أن ۸ و 8 مصفوفتان مربعتان « × م لا تلك 
مصفوفتاهما المیزتان القواسم الابتدائية نفسها. ولکن ها میز سیجر (56876) 
نفسه. أي أنه يوافق كل قاسم ابتدائی #(ه -2)ل17- 4 قاسم ابتدائي 


7( - )ل 2-27 له القوة ,«نفسها. هنا نتفق على أن 0 = ,8 إذا وفقط إذا كان 


1 >-(0 ف ه ¬ = () یف (ه ) زه - 0 = (۸) ue,‏ 








و 
ce, (A) = e, (A) =1.‏ (ربه - ) ( 6 - 2) = (۸) »> 
وفي الحالة الأولى تكون صيغة جوردان القانونية . وبميز سيجر هما: 
Û‏ .0 
الشوع 11 |0 مه 0| (1) (02]. 
0 0( ۱ 
وأخبرا لتکن (0)/ بحيث تحوي عاملا ثلائيًا (ه - ۸). فمن السهل روية أنه 
توجد ثلاث حالات تمكنة : 


=e, (A) =e, (A) =۸ - a,‏ () ,ه 
U < 1,‏ ,ه - 2۸ )0 e, )۸( = ) - a)*,‏ 
21 () ,€= (۸) ره ,*(۵ -) = () e‏ 


المع افا اة ۳۳۹ 


٤‏ الحالة الأولى. نجد أن القواسم الابتدائية » - ۸ - مون - ری ونحصل 


في مقابل ذلك على 
Û 0‏ عن 
النوع 1۷ 0 © | غ 1(۱ 1 1( 
«a‏ 0 0 


وف الحالة الثانية تكون القواسم الابتدائية *(۰ -)و - ۸ » وفي مقابل ذلك 


جحد 
0 1 6 
الشوع ۷ a Û‏ ۷ ۱ [(1 2)). 
0 0م 0 


وفي الحالة الأخيرة يوجد قاسم ابتدائى وحيد *(ه - ۸) » ويوافقه : 


0 1 م 
النوع «a 1| YI‏ )| ۰ [(3)]. 
بن لا 0 


وقد فرصنا حتی الآن أن 4 غير شادة» بحیث لا تکون أي من القیم 0 مساو به 
للصفر. وللحصول على الحالة الي تكون فيها 4 شاد سمح لاحدی القيم » 
بان تساوی الصفر . و عنل وضع 0 = » . تنبثق مصموفات وحيدة عن الأنواع IV‏ « 
۷ و ]۷. ولا وجل ال للنوع الأول أي فرق جوهری بين أن نضع 0 = ,» » 
0 > يه أو 0 = يه . وعلی أي حال» ففي النوعين 11 و 111 نحصل على نوع مختلف 
جوهريًا عند وضع 0 - ,» عا نحصل عليه عند وضع 0 - ره . ولذلك فإنه ينبثق عن 
كل من هدين النوعين الأخيرين نوعان شاذان محتلفان بصورة جوهرية . والصيغ 
القانونية وكيز سیجر في الحالات المتتالية هی : 


0 0 0 0 0 م 
Ul, KODE FE wool MDD‏ & 10 » 
و0 0 0 0 0 Û‏ 


۳۰ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


0 0 0 1۱ 1 
0 ظ‎ 0 
I. ]0 مه‎ 0, ])1 1()1([( IIH. 0 0 0 |, ])2()1([: 
0 0 0 0 a, 
ر‎ 1 0 0 0 
۱ ۱ 0 ۱ 0 © 0 
III. ۱0 «a ۰ ])2()1( [ IV. ۱0 0 Ol, 1 DJ: 
0 0 0 ۵0 
1 1 0 
0 0 ۱ 0 
۷. )0 0 0۱, ]2 1([ ۷۲. 0 0 1, OF 
0 
ماریسن‎ 


من أجل كل من الصفوفات التالية ۸ . آوجد العوامل اللامتغرة والقواسم 
الابتدائية للمصفوفة المميزة 27 - 4 واکتب الصيغة القانونية القياسية وصيغة جوردان 
القانونية ل ۸ : 





1 2 5 1 1- 1 
۱ ) ۲ ) 2- 0 2 
3 #ل. ۲ 
3 1 8 
٩‏ 4 ) |1- 3 2- 
1 1- 
2 
6 ) ۱ 3 
6- 
1[ 2 
۷ ) ع 83 3 
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(۱۵ 
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4 13 
اب و 
س و 
سم الف 
4٩ | ۲‏ 
3 2 
٩ E8‏ 
۰ الس چ کب 
1- 1- 1 1 
1 ]نه نید |[ 





5) إذا كانت 1 = فبین آنه لا توجد أنه مصفوفة ۷ بحیث ان ۸ = × . 
[ ارشاد : ادا كان ۸4 =× فان ۲ معدومة الموى . ولکن 0 ۳ ]. 


۷) ا کانت 


۸ إذا كانت 


r 


0 





ا 


بحیث إن ۸ = × . 


أنه لا توجد أية مصفوفة × 


حلم 
|| 


فأوحد أعم مصعوفه گر بحیت ان 
ھک 


۹ بين أنه إذا كانت ۸ مصفوفة معدومة القوى فان صيغة جوردان القانونية (67.3) 


۲:۲ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


والصيغة القانونية القياسية في (69.5) متطابقتان . 

۰) إذا كانت ۸ مصفوفة 4 × 4 » فصنف جميع التسامتات غير الشاذة ۸۲ = ۲ وفمًا 
لمیز سیجر للمصفوفة ۸7 - 4 » واکتب صيغة جوردان القانونية من أجل کل 
منها. صنف أيضًا جيم التسامتات الشاذة . 

1 إذا كانت 8 مصفوفة 4 × 4لا تساوی 1 + وبحیث ان / - E‏ ۰ فین أن 2 مشاہ 
لا حدی الصفوفات الثلاث 


0م 0 0 1 0م 0 0 1 
0 .0 1 0 , كا 8 1 0(„ 
Û‏ اند: 0 ۲ Û‏ 3 0 ۵ 
ت ۵ 1۵ 6 = 0 0 0 


۲ آوجد الش وط اللازمة والكافية بالنسبة للمقادیر © بحیث تکون الصفوفة 


0 0 0 © 
4 0 0 1 0 

0 دن 0 

a, Û 


مشابهة لصفوفة قطرية . 

۳ بين أن کل مصفوفة رة فمغانية لدورها مف 

6 ادا كانت ,7 هی الصفوفة الربعة ,۰۷ × ,ی  )67.2(‏ فأوجد مصفوفة مربعة 
۷ × ۷ عبر شاذة 5 بحيث إن 7 د و 5 , 

۵ لتکن ۸ مصفوفة مربعة ‏ × ” جذورها المميّزة المتميز بعضها عن بعضها الآ خر 
هي وکا و مر و۵ , في آن الشرط اللازم والکانی لتکون ۸ مشامة لصفوفة 
قطرية هو أن یکون للمصفوفة ۳( - 4) رتبة 1 - ۸ نفسها من أجل کل جذر 
مسمیر ۵ . 

5) ادا كانت 7 الصفوفة 6 × 6 في (67.4) فأوجد 5 بحيث إن ۳ = كارا -5 . 





کتیر أت [لهعمد 
الطضية فى مت میت 


۳ - مقدمة 

لنرمز ب ۸ و 8 للمصفوفتین المربعتين # × « عناصرهما في حقل7. . إذا كان 
1220-20-5 “كما ؟) = ۸*5 8 ۶۳ = 45 35 . وبصورة عامة إذا 
كان أى عدد صحیح موجب و » أي عنصر من . ۰ فان 08۳ = 5 (62۸۳) ۰ 5 . 
وإذا عرفنا "4 بأنه 1 ء فان العلاقة الأخيرة تصح اا أجل 0 - 7 . والآن إذا كان 
EUSP HG N Tat ke )73.1(‏ 
اي کشره ود ساس معامالاتها ي ۱ فنستنتج مباشم ة أن 

(8)ع < 5 (۸)ع ۲ 5 
ویمکننا إذن دراسة کشرة الحدود السلمة  )۸(‏ عن طریق دراسة كثرة الحدود (ظ) م 
حيث 8 أي مصفوفة مشامپة ل ۸ . وسنجد من الفید أن نأخذ 8 كصيغة جوردان 
القانونية ل ۸ . 
٤‏ ۷ - مصعوفة شاه ابتدائی واحد 

لیکن ل 11 - ۸ قاسم ابتدائی وحيد "(» - ۸). فصيغة جوردان القانونية ل ۸ 
هي بالتالي مصفوفة مربعة ‏ × ”من الشکل (67.2) بعد وضع » بدلا من ,ه . أي أنه 
یمکن أن نأخذ 


a 1 0 
) a 1 ۳۶۶۸ Û | 
۳ E LES 0 تا ةي‎ (74.1) 
0 0 ۰۰۰ ست‎ [1 
0 Û «a 


5 5" مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


لنكتب N‏ ۸-۰۱ أي N‏ +41 - 4 . بها أن الدالة المميّزة المختزلة ل ۸ هي 
۳( - ۲ فمن الواضح أن ۸ معدومة القوى ودليلها ۸ . وفضلا عن ذلك. وباعتبار 
أن ۸۷ تقبل التبادل مع عناصر احقل 2 > كا تقبل التبادل مع نفسها مرفوعة إلى أي 
قوة. تماما كأى عدد سلمي ‏ فلدینا 
=o] + 2 0۵ ۸ + ۷۶,‏ ثم 

۷ + ۷ 530+ ۸۷ “و 3 + لبم A=‏ 
وبصورة عامة» ووفقا لمفكوك تایلور نجد 
(042) رد 2 + ... + + (N‏ + 1زم)و = (A4)‏ 


(n — 1)!‏ 
حيث التسلسله منتهية مادام 0 - ۸۷۳ . 


ونحصل الان على N‏ بوضع 0 = » في 4 العرفة في (74.1). وبالتالي ۳ 
القادير 1 في القطر الأول فوق القطر الرئیس وأصفارا فيها عدا ذلك . ومن السهل أن 
نرى الآن أن 22 تو ي المقادير 1 في القطر الثاني فوق القطر الرئيس وأصفارًا فيما عدا 
ذلك. وبصورة عامة تحوي 77 المقادير 1 فى القطر [فوق القطر الرئيس وأصفارًا فيا عدا 
ذلك . والآن إذا كانت ۸ هي المصفوفة في (74.1) فان (4) بم هى المصفوفة 


o) 9) 39 


)او )يو 0 | 





جنک (©) م في كل مكان من القطر الرئیس» (») و كل مكان من القطر العلوى 
الأول و (ه) م لني كل مكان من القطر العلوى /(1 محا و11 سدع ۱ 
ار ۱ : 
ونتد کر من المشال ۹ فقرة ۲۹ ند ادا كانت ۸ مصموفه مر بعه 7۱ × 7 رتمتها ۲ 3 
فإننا نعرف الفرق ۲ = م - بر بأنه صفرية (1]9ااناه) الصفوفة ۸ . ویمکننا الان برهان 


النظرية : 


کثبرات الحدود السلمية في مصفوفة E9‏ 


)١-174( نظرية‎ 

لتكن 4 مصفوفة مربعة « × « لها قاسم ابتدائي وحيد ”(» - 1 ) » ولتكن 
(۸) چ كثيرة ۳ 7۷ ۴ فمن آجل > ۲> 0 ۰ يكون للمصفوفة (4) ۾ ف (74.3) 
صفرية + إذاء وفقط إذاء كان به جذرا مکررا + مرة للمعادلة 0 = (۸) م » بينا يكون 
ل (4) م صفرية ۸ = ۲ ادا وفقط إذاء كان للمعادلة 7 = (۸) م جذر ۾ مکرر على 
الأقل «مرة . 


من الواضح م أن النظرية صحيحة من أجل 0= . ذلك لان رتبة (4) م هي 

مدع - بم ادا وفقط ن كان 0 + (ه) و . 
لتفرض قیقد آنه 0 ولیکم » عدي مک زاعسة اله اد 
= (۸) ع . فعندئل 0 = (0) ۷ “ام = ... = (0) 'م =  )0(‏ بینا 0 (0) "ع . ویتضح 
عندئذ من النظر إلى الصفوفة في (74.3) أن مربع الصفوفة من الرتبة < - ۸ الواقعة في 
الزاوية الیمنی العلیا تحوي (») ”۽ في کل مکان من القطر الرئیس وأصفارا تحت القطر 
الركسن. مد و وی و رواب جر یس یذ وج رت 
القبیل ومن مرتبة أعلى على الصفر . ای أن رتبة (4) بم هی + - وله صفرية تساوي ۲ . 
وعلى العكس . يمك أن یکون ل (۸) بم صفرية ۲ وبالتالي رتبته > - ” فقط إذا كان 
المحدّد من مرتبة > - « الواقع في الزاوية العليا اليمنى ختلفا عن الصفر بينما جميع 
الحددات من هذا القبیل ومن مرتبة أغلل تساوی الصفرء وبالتالي فإن 
0 - () ۷ - »م = ... = (0) ع = (0) ع ‏ بینا 0 (0) 8 » وهذا يعن أن 

» هو جذر ل 0 = (۸) م مکرر 7 مرة . 


ولرهان العبارة الأخيرة ' من النظرية . نلاحظ أن ل (۸) م صفرية ‏ > . وبالتال 
فان رتبتها صفر إذاء وفقط إذاء كان 0= (4) يم » وهذا صحيح إذاء وفقط إذاء كان 
() و قابلا للقسمة على 3ه ¬ وهو الصيغة القانونية القياسية ل 4 . 

وهكذا یکون قد تم البرهان على النظرية ۱۰-۷۶۱ 

احا الطالب من أن النظرية (۱-۷) غير صحيحة إذا كانت 4 منردية. . وعلى 
سبيل المثال. إذا كان 


E3‏ مدخل إلى نظر یه الحددات والصفوفات 


بح بحم الم 
ڪا 





نغ نغ یي ب 
هد اه e‏ 


وبالتالى 2 = ۲ » ولكن 1 ليس جذرًا مضاعفًا ل 0= (0 ۾ . 


۵- کثرات ادود السلمية ق مصفوفة عامة ۸ 
لنفرض الآن أن للمصفوفة الميزة ل ف قوس الابتد ائية 
= #ومسيو ...روسن ارون 
حيث القادیر » ليست متميزة بالضر ورة. وعندئد وفقا للفقرة ٦۷‏ . تكون الصفوفه ۸ 
ماخوذة في صيغة جوردان الختزلة هي الصفوفة التي تحوي قوالب على طول القطر 


الركيس . 
0 0 ون 
)75.1( 1 0 نت سکس 1 Û‏ ۱ = گر 
Ji‏ 0 0 


حيث ,هی مصفوفة مربعة ,۷ × ,امن الشكل (74.1) من أجل 1 < ,۷ وبینا ,هي 
(») » أى عنصر قطری 1 × 1 من أجل 1= ,۷ . 
وكمسألة رموز سندعو المصفوفة من الشكل (75.1) » التي تتألف من قوالب 
قطرية منفصلة تماما عن بعضها ,7 ,... ,رل .7 الجموع المباشر للمقادير [ وسنکتب 
f‏ دا + e‏ راك 4 


والان إذا كان ,۸ + ... + ,6 + ,× = 8 هو المجموع المباشر للمصفوفات 


کرات انون السلمية فى اة ۳۹۷ 
۸ , ...ر۸ ,ب احيث تكون کل ,۸ مصفوفة مربعة ها أبعاد ,/نفسهاء أى أنه اذا 
كانت 8 مصفوفة من الشکل 1 في (75.1) حیث نضع القادیر ۸ بدلا من القادیر 7 » 
يات فنستنتح من الفقرة ره أن :* 


۸4 + ده‎ )7, + (+ ) + (+ ... + ) FR), 


LK, + ... +‏ + عل 3 - 8م 

ونستنتج الآن مباشرة أنه إذا كان (۸) ع كثيرة حدود سلّمية في (73.1) ۰ فان : 
(75.2) ,(7) ع + ... + (رلع + (J)‏ ع = (4) ع 
حيث (1) # مصضوفة مربعة , ۷ ",دمن النوع المذكور في (74.3) بعد وضع »يدلا 
من » . 

والآن عناصر القطر الرئيس من (4) ع في (75.2) هي (,©) ۾ مكرر ,۷مرف (ر») 8 
مكرّر ر«مرق و (») ۽ مكرر ,لامرة. وبا أن عناصر القطر في الصفوفة التي تحوي 
أصفارا فقط تحت القطر هى الجذور المميزة» فلدينا النظرية : 


نظرية (۷۵ - ۱) 
إذا كانت ره ,... ,يه ,رة امحذور ا مميزة لصفوفة 4 وإذا كانت () ج أية ك 
حدود سلمية » فان ا جذور ا مميزة ل (۸) بم هی EG)‏ يهاو ف ۰.۰۰ زهاج 


نتيجة (۲-۷۵) 
إذا كانت بن .... .یه ربت ا حذور ا مميزة ‏ لصفوفة 4 وکانت (0 ج أية كقرة حدود 
5 


(75.3) (ه) م ... (يه) م (e).‏ م = (A)|‏ ها 


ات الصفوفتان متساه به القوی 
ومعدومة القوى الرئيستان الوافقتان لمصفوفة معيّنة 
لتكن ۸ أي مصفوفة مربعة # × ۸ عناصرها في حقل أعداد ماء ولیکن7. أصغر 
حقل تقبل فيه (۸) 4 الدالة المميزة الختزلة ل ۸. التحليل تماما إلى عوامل خطية . 


ولتفرض عندئذ آن : 
<n), (06.1)‏ مع a) ۳) - a)" ۰۰۰0 - a)" 4 > 2; Xr‏ - ) = )40 
حيث المقادير » هی أعداد متميزة من من الحقل۶. . التعرقف کشرات الحدود ( ۸ كما يلى : 


N) 

0 = (), ۷ 
فمن الواضح عندئذ أن (۸) ,بدو 7 (ه -2) آولیان بالنسبة لبعضهیا» أي أنه ليس هم 
عامل م غير عدد يه یساوی الصفر . و مه نستصيع إغياد کتبرتی حل‌ود )۸( ;8 

و (() ۸ من درجتين لا تتجاوزان 1 بهي از ستيه سبي > على الترتیب» وبحیث إن 
aR <“. )76.3(‏ = ۳( — 6( + (۵)ر۷ ():9 


(76.2( لقا ۰۰۶ و +1 چ ا 


إذا عرفنا 
EN) = g0); )76.4(‏ 
وکتبنا ‏ ۶ فقط للدلالة على (۵) ,۴ . فعندئذ 8 هو الصفوفة متساوية القوی الرئيسة 
الخاصة : ۸ والتى توافق اطذر به. ولهذه الصفوفات ,2 ,... ,£ العدید من الخواص 
لهمة والمفيدة التى سنتقصاها الآن . 

وقبل كل شیء. بتو يتضح لنا من (76.3) أن () ,له (۸) ,م > (0) ,5 لا تقبل القسمة 
على 7 (ه - ) ۽ ذلك سيم إذا كان الأمر كذلك فان الطرف الأيسر من (76.3) سیقبل 
القسمة على أ( - ۸) » بینا لا عطق الطرف الأيمن ذلك . ومنه 2.0 . 


والآن من أجل ۸ ر» یکون (۸) ,۷ (0 ,۷ (۸) ع (0) رع > (0) ,£ (۸) ب قابلا 
للقسمة عل () 4 . ذلك لان (۸) ر قابل للقسمة على جميع عوامل (۸) © باستثناء 
a)‏ -2). بینا یقبل () ,له القسمة على هذا الأخير. ومنه : 
EE, =0 ۶۵ (76.5(‏ 
ولدینا من (76.3): 
TIMO,‏ 00و = [IC - EO) = 111,000 - a)"‏ 


کثبرات الحدود السلمية فى مصفوفة 58 


وبالتالي 
.0 = زرط - 1) 11 


j-1 


وإذا نشرنا الطرف الأيسر من هذه المعادلة الاخبرة واستفدنا من (76.5) نجد 


العلافه الهمه : ۱ 
E+ ... + 51 )76.6(‏ + 8 رط به 
١‏ 5 2 | 


وبضرب طرف هذه المعادلة الأخيرة في ,انجد: ٠.‏ 
)76.7( 2 ,ليذ عع E2 E‏ 
وهذا! د یعنی آن کل ,۳ متساوية ا ویدعی ٤,‏ الصفوفة متساوية القوى الرئيسة 
الخاصة ب ۸ والموافقة للجذر ,» 

لنعرف الآ ن کثرات دود السلمية 
(76.8) (د,...,1,2 0 (A-o) 5, (A)‏ - () ,۷ 
ولنکتب ۸ فقط من أجل (4) ,۸ . فسنجد عندئذ في الحال» وباعتبار أن جميع 
الصفوفات المعنيّة هی كثيرات حدود فى ۸ وهى بالتای تتصف بخاصة التبادلية 
(76.9) 0 و 0ت EN=N NE, EN, = NAN‏ 
وفضلا عن ذلك» وباعتبار أن (۸) ,£ تحوي جميع عوامل (۸) © من النوع *(ه - ۸) 
باستثناء ۾ - 2وآنها أولية بالنسبة لهذه الأخيرة. فمن الواضح أن ۷,)2([۳] قابل للقسمة 
على (۸) ۵ إذاء وفقط ادا كان ,اح 7 . ومنه 
m<v, )76.10(‏ ,0 ۸۳۲ ,0= ۸۷ 
وهذا يعني أن ۷ معدومة القوی ودلیلها ,۷ . وتدعی ,۸۷ بالصفوفة معدومة القوی الرئيسة 
الخاصة ب 4 . والموافقة للجذر » . وبصورة ة خاصة ينبغى ملاحظة أنه ه إذا كان » جد را 
بسیطا ل 0 = (۸) + > أي إذا كان 1= »في (76.1) ۰ فان ,¥ الموافقة هی الصفر. وأخيرا 
لدینا من (76.8) ا 

AE =a E +N, 

وبالتالي فإنه لدى الجمع فوق رنجد: 
)76.11( كار + E,‏ 7 مگ 


۰ ۳۵ مدخل إلى نظرية المحددات والمصفوفات 


ونبرهن الان التظرية المهمة التالية : 
نظرية (۷۲ -۱) 

الصضوفات کر واا و مه يق ار بر بر 
(حیث يفهم أنه في حالة 1 = ,» تكون الصفوفات ... ,۸۶ .۸۷ غير موجودة) مستقلة 


2 


2c" PN =0.‏ + “°° + لوزن رح + ره زر 
وبصرب الطرفين في ,2 نجد : 
Ef TPN" = 0 (Ba L2, oo OF‏ << + آقت aE,‏ 
إذا كان 0 ,ء فلا بد أن تکون 0 = ,£ أو معدومة القوى. ولكن الحال ليست هذا أو 
ذاك وبالتالی يكون 0 -,» . ولكن 0= “ - ...  -‏ - » عندئذ, باعتبار أن ۸ 
معدومة القوی دلیلها ,+ والعادلة اللي بأقل درجة ممكنة التي تحققها ,۸۷ هی 
Û‏ = ۸ 





فنجد بسهولة أن الدالة المميزة الختزلة هي (3 - ) (1 - ۸) = (۸) ض. لتکن 1= » 
و 3+ 2 یره فطالا أن ل 20 () ۵ جذرین متمیزین فقط, نجد : 
)¬ = 1(۴-< 0 = (0 ولا ,يه - 6 < 3 - ۸ (۸) إن 
وهكذا تلتئم المعادلتان (2 = 5) في (76.3) في معادلة و احدة : 
,1 =2 1- ۸) () رق + (3 -۸) () £ 
وبطريقة العاملات غير الحدّدة نجد أن (1 +6 - = )0 ود - (() بعء 


أى أن 
FA =), Bea =D,‏ مد رالات Rs‏ 


وبالتالي فان 
= “زاح Re 144 =a‏ رل قزق ب رز نس عد 


کشرات الحدود 1 : | لسلمية ف مصشو فه ۱ ۲ 


و 2 2 و- و و 
|1 1- 21 ديت 11- 5 1-|2 ديز 
9 8- 9 1 38 8- 
كم 0 0 
N, = 2110 10 -10|: N, 0‏ 
0- 10 10 


ويمكن أن 0 بسهولة أن هذه المصفوفات الأربع تحقق الشر وط (76.11) ,... ,(76.5). 


فرضنا حتى الآن فى هذه الفقرة أن ل 4 على الأقل جذرين مميزين ختلفین . وفی 
الحالة التى يكون فيها ل ۸ جذر مميّز وحيد » . بحيث تكون الدالة المميزة المختزلة 
(م > 6 ۲( - 0 = (۸) م » نأخذ 

[= 8 و ۸4-01 < ۷ 

ونری مباشرة أن شروطا ك (76.11) ,... .(76.5) » وهي قابلة للتطبيق» تصح 
أيضا في هذه الحالة . 

ويمكننا الآن إقامة الرهان على النظرية التالية : 
نظرية (۷۲ -۲) 

إذا كانت ,۶ » ۸ (9 .... ,2 ,1 = ) هي ال مصفوفات الرئيسة متساوية القوی 
والمصفوفات الرئيسة معدومة القوی ا خاصة بمصفوفة ۸ مربعة ۷« وإذا كان 
2 = ۳-1۵4 فعندئذ ۳-۹۳ = و۲۳۹۸ = ,ها الصفوفتان الرئیستان متساوية 
القوی ومعدومة القوى الوافقتان ل 4 . 

ول,رهان هذا علدا فقط ملاحظة أن الصفوفات ۰4 2 و ۸ تحقق جیعها 
شروط الفقرة ۷٩‏ التى تحققها الصفوفات ۸ ,تاو ,۸ . 


۷ - شر وط محدید الصفوفات الرئيسة متساوية القوی 
رهن الآن النظر یه التالية : 


۳۰ مدخل إلى نظر بة الحددات والصفوفات 
نظرية (۷۷ -۱) 


فتحدد 1 لصفوفات الرئيسة متساوية القوى € الخاصة ب ۸4 » بصورة وحيدة » من حلال 
الشروط التالية : 

)77.1( رت نت 

)77.2( | 0 » - 4)هى مصفوفة معدومة القوى 

2G, =1 )77.3( 

CG; = © (77-4) 


أي أنه إذا كانت £ المصفوفات متساوية القوی العرفة فى الفقرة السابقة» فعندئذ 
mo‏ و2 ب1 زا SE,‏ 0 

إذا كان 1 = :. فبالاستناد إلى (77.3) نجد أن ,6 << ,6 . وصحة النظر ية 

آمر واضح . لنفرض الان أن 1 < ولتعرّف 
6 ع قم 
فبالاستناد إلى (77.1) ,0 = 77 » إذ طالما أن ,© تقبل التبادل مع 4 فهي تقبل التبادل 
مع ٤,‏ وهي كثيرة حدود سلمية في ۸ . لنعرّف الآن 
© (1به - م ) ع ۸۸ 

وهی معدومه القوى وفقا ل (77.2) ووفقا ل (77.1) تقبل التبادل مع 4 وبالتالى مع 
المصفوفات معدومة القوى ,۶ (/ ,» - ۸) = N,‏ المذكورة في الفقرة ۷۰ . 

والان لدينا ١‏ 

A.H, = aH, + ) 4 - a, D EG; = aH, + ۷,۵ 


۳ 
- هزم‎ + )4 - DEG =aH. + ME, 
۱ از ۲ 1 رز‎ J ¥ ۲ ۳ 


۷۵۰ - ل ۱۷ = .8 زه -.ب۵) 
j i ۳1‏ كس ا ۸ 


لبكة «دلیل معدومية القوى ف المصفوفة ۰ و ر۷ دلیل N,‏ ولنفرض أن 7 2 لا 
با أن جميع المصفوفات المعنيّة تقبل التبادل فكل حد من النوع 


Du; 
)۸ —NG) 1 
۲ 1 ۲ 


كثيرات الحدود السلمية في مصفوفة Yor‏ 


حوی - كعامل من عوامله - ما 147 وإما ۸77 وبالتالي فهو يساوي الصفر. وإذا كان 
0 فهذا الشرط الأخير مستحیل, باعتبار أن ,.//متساوية القوى و 6,0 - ,ه. ومنه 
(/ # 00 ۶0 = ,18 . ولدينا إذن من (77.3): 
ده پا بل داز +2 = GCG, - GAE, = G,E, = EAG,‏ 

وهو ا لطلوب . 

نمكننا النظرية السابقة من كتابة الصفوفات الرئيسة متساوية القوی ومعدومة 
القوی ا خاصة بمصفوفة ۸4 وذلك عند کتابه 4 لي صيغة جوردان القانونية . لنفرص 
أن ل 4 جذوزا مميزة متميزة به .... ,ره ,ره مكررة ,7....,ر/,,» على الترتيب . فصيغة 
جوردان القانونية .للمصفوفة ۸ هو عند ثذ مصفوفة حوي قوالب على طول القطر اي 

8 + 0 وى 

)77.3( بول سإ ام.. لد ول درل < | 0 20ت ول 6 ع ل 


mM BM hM a aS BS HH E 5 a a 5 


حيث ,7 مصفوفة مربعة ,۰" × ,7 تحوي به في كل مكان من القطر الرئيس و 1و / أو 
FEN‏ في القطر العلوي الأول ويتوقف عدد وتوزع القادیر 1 على قوى القواسم 
الابتدائية الموافقة للعامل .ه - 4. لنعتبر الان المصفوفة الى نحصل عليها من بوصم 
أصفار بدلا من كل 1 فيها عدا ,ووضع مصفوفة محايدة ,« × ,بدلا من ,1 . ادا دعون 
المصفوفة الناتجة 2 . فنحصل ذه الطريقة على من المصفوفات 2 التي نرى مباشرة 
نها تحقق الشروط (77.4) .... ,(77.1). وهذه المصفوفات £ هی إذن المصفوفات الرئيسة 
متساوية القوى الخاصة ب 7 في (77.5). وبالاضافة إلى ذلك فان المصفوفة 
۶ ( ,۰ - ۸) = ,۷ هي المصفوفة معدومة القوى التي نحصل عليها من 7 بوضع 0= ,» 
٤‏ ووضع أصفار بدلا من جميع المصفوفات 7 الباقية . 


توضیح : لتكن ,ل + رل + J,‏ = ۰1 حيث 


| 3 1 ۵ 

۱ 2 1 

۰ 0 5 0 كد و ۱ ۱ - ۴ ۳ 
2 0 


0 0 3 





4 ۲۵ مدخل إلى نظرية المحدّدات والمصفوفات 











فع تلد 
0 0 0 0 0 1 
Û 1‏ 1 ۰ 1 
lB FÊ 3 0 1 0 0 0‏ 
0 0 1 0 0 0 
Foro;‏ +اه ۵ مض 
0 0 ظ 
1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 
v= o ۰ ۱۱+ | |+‏ 
و و و 2 ۳ إن و و 
0 1 0 0 0 0 
| و 9 لا + ۱ 
w= o ۰ ۰۱+ | +0۰‏ 
0 0 0 8 ۳ إن 0 0 
ومن السهل التحقق من أن الصفوفات الخمس ,۸ ,۸ ,رك 6 J,‏ تحقق الشر وط 


.)76.5(, ..., )76.11( 


۷۸ - التعيير عن كثرة حدود سلمية زه ع بدلالة المصفوفات الرئيسة 
كن ال 
2e2",‏ = رمن + ... + “دن + eA”‏ = )00 
کشرة حدود سب من الدرجة ” » ولتکن ۸ مصفوفة مربعة ۸ × ۸ جذورها المميزة 
.0۰۰ . فلدینا من العلاقة (76.11) 
N),‏ + آرم)ر رح = (aE; + N)‏ ۳ ۸3 
بعد التربيع والاستفادة من الخواص (76.11) ,...,(76.5): ۱ 
Eel + ND’;‏ رغ = ۸٩‏ 

وبصورة عامة» من أجل أي قوة صحيحة ا ا کاو أجل أى عدد سلمي 6 
لدینا 


کثبرات الحدود السلمية في مصفوفة ۱84 


cA ۲ = Beal # Ni (78.1(‏ 
وإذا ذا اتفقنا على اعتبار أ ن ۳( + /ره) هي 1 وتذكرنا 676.6 ۰ فمن السهل روي 
أن (78.1) تصمّ أيضا من أجل :۱-7 . ومنهء إذا معنا فوق : في طرفي (78.1) نجد : 


+N);‏ آرم)ور Dy‏ = = 2۷۸۳۲ + آرم)» ( A ۲ < E,‏ و 


۲۱ Û 


أى أنه » إذا كانت (4) ع أية كثيرة حدود ا في 4 فإن 
(78.2) 1 آرع)ورط ,2 = (0)4 


یا أن كل و ١هي‏ كثيرة حدود سلمية في ۸ فهي ی او ام 
بعهن . وفضلا عن ذلك وباعتبار آن ۷ تسلك في جميع الناحی تماما وكأنبا عدد 
سای باستثناء ما یتعلق بحقيقة أن 0= ۰۷ فیمکن نشر (۸ + ه) ۾ وفقا لصيغة 


تایلور فنجد 


g;(N;) g(a;I F۳ N;) 5 ا (,ه)9‎ g(a; N; 


9''(a,) 2 hE 9 1-1 
الي سف‎  ا‎ 


وإذا رمزنا إلى العبارة في الطرف الأيمن من (78.3) ب (/8) رع » كما أشرناء 
فیمکننا كتابة (78.2) عل الشکل : 
)78.4( )ور( = (0)4 


وعلى العكس . أي عمارة من الشكل المذكور و فی الطرف الاأيمرن من (78.4) ٠.‏ 
8 حيث ۾ کثبرات حدود سلمية كيفية: سا اف سني فى ناكار أن كل ,£ و ۸ 


ع اسنوق اذ 


وهكذا نكون قد برهنا النظرية : 


نظرية (۷۸ -۱) 
لتکن ۸ مصفوفة مربعة ۸« دالتها ا مميزة الختزلة 0 = () © ها دمن ا جذور 
التميزة به بت بت ,رت مكررة ,۷ » على الريب . فیمکن کتابه کل کشرة حدود 


ا () ع قي 4 بدلالة الصفوفات الرئيسة متساوية القوى ,۶ » والمصفوفات الرئيسة 
معدومه4 القوی N‏ وذلك کم £ )78.4( ع حیث کشرات اخحدود (NJ‏ ,ع معطاة ق 


۳۰ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


(78.3) ۱ وعلى العكس » کل عارة من ۱ کا ۱ ایس ف )78.4( » حیت ال (N,‏ 5 
کثیرات حدود سلمية كيفية » تساوي كثيرة حدود في ۸ . 


۹- حل معادلات جبرية في الصفوفات 
لتکن ۸ مصفوفة مربعة ۸ × ۰ عناصرها ره تقع في حقل الأعداد الرکبت 

ولتکن 
p, )79.1(‏ + مج =p +p T+...‏ () 7 
ابرع عدي سلا قق ومسالتا خی اضاد مصفرفات ۲ مر ا ا یرت ان 
FT + 1۳ + 5 pp, _ (AFP I—=A (79.2)‏ < () 7 

وليس لبعض العادلات من النوع (79.2) حل على الاطلای. [انظر التمرين 
۰ الفصل ۱۵]. وتمتلك معادلات أخرى حلولا. ولکن لا یمکن التعبير عن أي 
منها على شكل کثرات حدود في ۸ . [انظر التمرین ۰۱۸ الفصل .]٠١‏ ومشکلتنا 
هي أن نحدد الشروط التى یوجد تحتها حلول × یمکن التعببر عنها ككثيرات حدود فى 
۷ وامجاد ‏ في حال وا 

وبالاستناد إلى النظرية (۱-۷۸) فان أي مصفوفة × یمکن التعبیر عنها ككثيرة 
حدود في 4 » تکتب على الشکل : 


۲ < DEN) = مار رو‎ + 2 co FERS, 
=1 


حیث ,... وة آعداد مرکبة . وكا ف العادلة (78.1) لدینا 


px = DY 


ومنه» بعد التعويض في (79.2) وتعويض ۸ في الطرف الأيمن بقيمتها من (76.11) » 


تحصل على العادلة : 


093 )ره “يم ب = N)‏ 


کرات ایرد السلة ف مسف ۳۷ 


وبضرب طرفي العادلة الأخيرة هذه في ,2 متذکرین أن 0 = ,تا من أجل 
۶[ جد 


2 ۵,۱0۷ ۳ 1: رها‎ E Ne, (k 5 و2 و‎ 0 8), (79.4) 
=0 


وهکذا نكون قد استبدلناء في الحقيقة» 5 من العادلات بمعادلة المصفوفات الوحيدة 
 )79.3(‏ وميم هذه العادلات متسشامپه من حيث النوع 3 وکل معادلة نحوى المصفوفات 
الرئيسة متساوية القوی ومعدومة القوى الموافقة حفر وج a,‏ لسقظط إذن الدلیل 


۰۸ ونأخذ (۸۷) م على الشکا 3 
E ۳۷ )79.5(‏ + ...+۸۷۶ وق ۷ بر قوع 21۳ 
ونحل» إذا آمکن. المعادلة 1 
(N)]" - ١ - Er [g )۸۷([ = aE + N, (79.6)‏ ع] رم 2 E‏ 
من أجل الأعداد السلمية الجهولة , _,×,... ,×× . ويجب القيام بذلك من أجل كل 


چذر تمي جا ومن الفهوم آن ن الصفوفتین عر ها الصفوفتان الرتيتان متساوبة القوى 
ومعدومة القوى الموافقتان للجذر ©. 
وبا أن جميع المصفوفات في (79.6) تقبل التبادل» وأن ‏ و ۸۷ يسلكان من جميع 
لنواجي ناما کعددین سلمرين. فیا عدا أن 0 = ۸۳ > فيمكن نشر الدالة [(۸) م] 7 E‏ 
وفقا لدستور سيو 
NE ۸ +... + N“‏ + ۲ ور ع EREN‏ 


5 
روى[(/9)8]* = ولا‎ = T(zZo); 
(E) seen 
يي ی‎ (zo): ۱ 
)79.7( 


۳ - 4 ( 5 | (ف)‎ + | 
۷۰ ۳ GAN رواد‎ QAP ° ON mas 


]2۳ (zo) + 22,۳۰ [(متد)‎ 


1 
2 


۳5۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


9 | ا 
AN ° ° ° 0 lece‏ و6 سن 000 ان 


تن ۰۰۰ تم 2 


وهكذا. 
وتصبح المعادلة (79.6) عندئذ 
,۷ + اه + ...+۸۷ بر + بق برع وب 


<< ۷۳ 
ومنه نستنتج » باعتبار أن الصفوفات المعنية هی . وفقا للنظرية (5/ - ۰0۱ مستقلة 
وغ = Yn Tr(a)‏ 
(zo) ۳ 1 )79.8(‏ ۲ = 1( 


,0 = [ل(وت) 22,۲ + [zir'' (zo)‏ 1 = ول 
[zîr (xo) + ۰۰۰ + Gzar'(2o)] = 0,‏ = ولا 


إلخ . 

ومن أولى هذه العادلات يتضح أنه يمكن أخذ ,دكأي جذر للمعادلة 
(x) = ۰ )79.9(‏ 7 

ادا كان 1 ع ۷ ؛ آی إذا كان 0= × فان العملية تنتهی وتکون () م في (79.5) 
قد حدّدت . آما إذا كان 1 < ۷ أي إذا كان » جذرا مکررا للمعادلة الم المختزلة 
0 = () ف فيجب بعدها إيجاد ,× . ومن المعادلة الثانية في (79.8) یمکن إيجاد ,+ إذا 
وفقط إذا كان ۶0 (ر») '” » أي إذا وفقط إذا لم يكن 0-5 مکررا ل (79.9) . 

وينبغي ملاحظة أن الأعداد السلمية ,۽ امد بالق ريق انها الى عد 
(۸) و في (79.5) 2 تدخل دائّا العادلات (79.8) 93 الأول مع المعادلات ((ن:) 7 
بحيث انه إذا ۸ يكن جذرا مکررا ل(79.9) ¢ فیمکننا داتا وبصورة وحيدة أغاذ 
الأعداد OE‏ «بدلالة , حوره E‏ 

ويجب القيام مهذه العملة من أجل كل جذر » للمعادلة المميّزة الختزلة . وإذا 
كانت العملية فاشلة من أجل أي جذر ,» . فلا توجد مصفوفة × يمكن التعبير عنها 


کثبرات الحدود السلمية في مصفوفة ۳۹ 


ككثيرة حدود في 4 وتحقق (79.2). 

وهكذا نكون قد آقمنا الرهان على النظرية : 
نظرية )١-19(‏ 

لتكن ۸ مصفوفة مربعة « × ۸ ولتكن  )0(‏ كثيرة حدود سلّمية . فالشرط اللازم 
والكافي ليكون للمعادلة 4 - (4) 7 حل ۲ يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في ۸ ه و أن 
یکون للمعادلة ,ه - («) 7 جذر تسيط واحد على الأقل وذلك من اجل کل جذر 
مکرر .هللمعادلة ا مميزة ا مختزلة ل ۸ . 


۰ - معادلة المصفوفات 4 = "× 

لیکن 7 عددًا صحیحا موجبًا ما أكبر من الواحد ولتکن 0 = (۸) + المعادلة 
المميّرة المختزلة ل ۰۸ بحیث تلك الج ذور المتميزة به ,... .یه ت . إذا كان 
0 فجذور المعادلة عت "« کلها متميزة . وبالتالي. ووفقا للنظرية 
ولا ۰۱ إذا كانت 4 غير شاذة فإن للمعادلة ۸ = "لا دائيًا حلا من أجل × 
یمکن التعبير عنه ككثيرة حدود في ۸ . وإذا كانت 4 شاذة بحيث إن إحدى 
الحذور مشلا هو الصفر. فمن جدید یکون للمعادلة 4 = ”× حل من 
أجل × يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود في ۰۸ شر يطة 1 يكون الجذر 0 = ,» مكررا 
من أجل 0 -(0ج. ولنفرض) على أى حال. أن 0 = به جذر مکرر 
ل 0 -(0م. با أنه ليس للمعادلة 0 = ,» = "× جذر بسیط وانما جذر مکرر 
فقط 0 - » فلا یکون للمعادلة ۸ = ۸۳ ۰ وفقا للنظرية (۰)۱-۷۹ حل من أجل × 
يمكن التعبیر عنه ككثيرة حدود في ۸ . 


وهکذا نکون قد برهنا النظرية التالية : 
نظرية (۱-۸۰) 

لیکن « عددًا صحیحا موجبًا أكر أو يساوي 2 ولتكن 4 مصضوفة مربعة 
”م × 7# . فلمعادلة الصقوفات م = ”× دا حل من أجل 2 يمكن التعبير عنه 
ككثيرة حدود فى 4 » هذا إذا كانت 4 غير شاذة . وإذا كانت 4 » على أي حال» 


۲۹ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


شاذة» فللمعادلة حل من أجل ¥ ۰ یمکن التعبير عنه ككثيرة حدود في 1 » ذا 
وفقط إذا لم يكن الصفر جذرا مکرزا للمعادلة ا مميّزة الختصرة ل 4 . ۱ 

توضیح : العادلة ۸ = ثلا » حيث [ (] = 4 » لا تقبل حلا من أجل 
× ككثيرة حدود فى ۸ . ذلك لأن 20 » هو جذر مضاعف للمعادلة المیزة 
الختصرة ل ۸ . وليس للمعادلة ۾ -12فٍ هذه ال حالة (0 = ») جذر بسیط . وفي 
احقيقتة. فليس للمعادلة المعطاة أي حل على الاطلاق. [انظر مثال ١5‏ في 
الفصل ۱۵ ]. 


إذا كان للمعادلة ۸ = ”× حل على شکل كثيرة حدود فی ۰۸ فربا كانت أبسط 
طريقة لإيجاد حل هی باستخدام قانون ذات الحدين . ذلك لأنه وفقّا ل (76.11) يمكن 
كتابة 4 على الشكل : 


A= ليم را‎ + ND = 3 قي ع ور روه‎ ZR) o 


وبا أنه إما أن يكون ±0 به . أو إذا كان 0 - » » فعندئذ 0 - ۸ أيضاء فان الحدٌ بين 
الملالين الأخيرين يكون بكليته مفقودًا. ولنا حق وضع مثل هذا الفرض الأخبس 
باعتبار أندق امحالة المعاكسةه ووفقا للنظرية (۰)۱-۸۰ سوق لا تکون العادلة العطاة 
قابلة للحل . ووفقا لقانون ثنائية الخدم لدیناء باعتبار أن متساوية القویء 


7 9 ۳ د ل ا‎ 
۱ CN (80.2) 
_ عي‎ lm E, IN, 1۰ Î 
تن‎ 2 ۰ ۳ ۳ 9 3 8 ۳ 16 ‘a مك‎ ۲۵۶ ۰ 


حيث تنتهی العبارة بين القوسين المربعين بعد امن احدود. طالا أن 0 < ۲ N‏ » وحيث 
يمتد الجموع من 1 إلى 5 أو من 1 إلى 1-ء. وفقا لا إذا كانت 4 غير شاذة أو شاذة . 


توصيح ١‏ : إذا كانت 0 1 4 
A= 10 4 0|,‏ 
9 0 0 


كثرات الحدود السلمية فى مصفوفة ۲۳۹۱ 


] 0 0 0 1 0 فلدینا بالتجربة,‎ 
E = ۱0 1 Ol, ۸, = 0 0 0| ۱ 
0 0 0 .0 0 0 
e 
سك‎ ۷, = 0 


رط 9 + A=4E +N‏ 
لدينا مباشرة : 
رو ۵ ج IN]‏ مك ]2 كل = ان 


۸۱2 > +9۱ INTIS SE. 


واذا أخذنا إشارة + فى كلا الحدين» نجد 


ا = د38 ج IN,‏ 3 201 5 ۳۳ ۸ 


- 





3و © 


ومن السهل التحقق من أن فرع ر . 
توضيح ۲: إذا كانت ۸ هی المصفوفة المربعة 3 3 في الفقرة "/. 





1 اد ام 
و و 58 > وعندئد و28 لل قرم A SE‏ ع E,‏ ۷ و ٤,‏ معطاة 
0 1 4 

في الفقرة ۷۰ . 


TTT‏ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


ومنه ر ۷3 + ,لح ل + ,8 = 4 . وإذا عوضنا من أجل ,۰5 ,۸و E,‏ 
ک| هی معطاة في الفقرة ۰۷۲ نجد 
3 41 2- 2-2۷3 23 + 2] 


۸ =3 4+ 3 10 - V3 =6+ 5 
2+3۷3 8-3۷3 -4 + 3 





۱- محصلة كثيرتي حدود 
لتکن (0)/و () ۾ كثيرني حدود سلمیتین من الدرجة ۸ و "۰ على الترتیب 
معاملاتبهها في حقل. . 
fO=a + 71+. +a, (+0), (81.1)‏ 
(81.2) و(مغدية) رقع .+ 1 "برع + = () و 
لتكن به ...۰ .ره ,,ه جذور 0 = (0) رو ,8 :۰.۰ ,ر8 , ,88 جذور 0 - (() م . وعندئذ یعرف 
(8 ,۰ محصلة /و و . على أنه : 


(a) ... g (a,) )81.3(‏ ع ( ») ع a"‏ = (ع R (f‏ 
وبصورة مشامة يعرف (ع )۰1 محصلة م و على أنه 
)81.4( ( ,۰۰/6۵ ,0۳۵۲۵ = ( بع) م 


ومن السهل تبیان أن (۾ ,) ۸ و (/ ,#) ۸ مختلفان على الأكثر في الإشارة. 


وبا أن 0 ۶ه » فمن الواضح أن (ع 6) ۸ ينعدم إذاء وفقط إذاء كان واحد على 
الأقل من المقادير (») م صفرا. أي إذا وفقط إذا كان للمعادلتين 0 - (۸) و 0 = (۸) ۽ 
جذر واحد مشترك على الاقل . 

ومن التعریف (81.3) یتضح أن (ع ) ۸ كثيرة حدود متجانسة في القادیر ۵ . 
وفضلا عن ذلك. وباعتبار ۸ داله متناظرة في القادیر © » یمکننا التعبیر عنه على شکل 
كشرة حدود ٤‏ الدوال الا بتدائية المتناظرة ف المقادير » E‏ ده ای رقع 


Dickson, First Course in the Theory of Equation, (New York, 1922), pp. 143-147. )*( 


کثیرات الوك السلمية اق مصفوفة TT‏ 


وأخيراً . وبسیب العامل 0 على شکل کشرة حدود متجانسة من الدرجة 7 فى القادیر 
۾ » وبنقاش تمائل » من الدرجة ” في المقادير 6 . 


وربا كانت الطريقة الألوفة أكثر لإيجاد (ع ) ۸ هي طريقة سیلفستر الديلزية 
لاه( 5۱۷۵۵۱6۲۵ في الحذف وهی تقود إلى عبارة من أجل ۸ على د حدد مصفوفة 
مربّعة (« + ) × (« + ) . وسنطور طريقة مصفوفية تعبر عن ۸ کمحدّد مصفوفة 
مر بعة 77 < 7 أو مصفوفة مر بعة ۸ × ۸ . 

لنقسّم (۸) في (81.1) على ره » فنحصل هکذا على كثيرة حدود 2-100 : 
معامل الحد لایس بها هر الراحد . واذا كانت 4 عندئذ أية مصفوفة مربّعة ١‏ ۶۱ 
دالتها المميزة (0 ۶ [ویمکن احصول على مصفوفة کهذه بعدة طرق» مثلا. كم 





في (69.2) ]» ف من النتيجة (۲-۷۵) أن 
a |g (A)|.  )815(‏ = رع R (f‏ 
وهکذا نعبر عن المحصلة (م ) ۸ لكثيرق حدود اا اس على 


عن از رسد سم شر ام 


R (g, f) = bf ۴ (B)| (81.6)‏ 
حيث 8 مصفوفه مربعة م × 7 دالتها () وش ولکن یمکننا الضی إلى 
أبعد من ذلك . وفى الحقيقة سنبرهن النظرية التالية : 


نظرية (۱-۸۱) 

لتكن () /و () م كثيرتي حدود سلمیتین من الدرجة « و ”على الترتيب» 
معاملاعبا في حقلة. » وعلى سبيل الثال, كثيرنا ا حدود في (81.1) و (81.2). إذا كانت 
4 مصفوفة غير متردية دالتها ال مميّزة ( ۰-7 وكانت + صفرية ا مصفوفة (۸ 6 ۰ 
فعندئذ يكون القاسم ا مشترك الأعظم ل (0)/و (3) م من الدرجة 7 . 


TE‏ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


لرهان هذه النطرية نلاحظ آولا أنه إذا كانت © أى مصفوفة مشاب 
ل 4 بحیث إن © = ۳۲۸۲ فعندئذ (6) م = ۶ [(4) و] ۳۲ . وبالتای یکون 
للمصف‌وفتین (۸) م و ©) م الرتبة نفسهاء والصفریه نفسها۲ < - , . 
وفضلا عن ذلك فان ل ۸ و 6 الدالة المميّرة نفسها. ویمکننا إذن الافتراض أن 4 
هی في صيغة جوردان القانونية . لنفرض الآن أن ۸ مصفوفة غير متردية لعادلتها 
2 جور می ۵ ,... مه یه هکورة ...رهب علق الترئیب. إن سيكة 
جوردان القانونية هي مصفوفة تحوي قوالب على طول القطر: 


)81.7( 





حيث .لا مصموفه ,۸ × ,۸ من النوع (74.1) حبت صح به بدلا من © . وهكذا فان 
لكل ,لقاس ابتدائیا "(ه - ۸ . والمصفوفة (۸) ع معطاة في (75.2) حيث (7) 8 
هي المصفوفة المربعة Xn,‏ في (74.3) بعد وصع به يد ل من 6 و بدلا من 7 . 

لنرمز ب و ۲ للمرتبة والصفرية» على الترتيب» للمصفوفة (1) 4 المربعة 
۸ × ۰ بحيث یکون ۽ = ۶-۶ . وبا أن (4) ع تتألف من مصفوفات على 
شكل قوالب قطرية منفصلة بعضها عن البعض الآخرء فمن غير الصعب رؤية أن 
الرتبة + ل (۸) يم تساوی مت وبا آن n= An,‏ سنسح ان الصفریه ۲ ل (۸) و 
تساوی 2 ۱ 

والآن نجد وفقا للنظرية ( ۰۱-۷ ومن أجل ,> أن (2) ويقبل القسمة 
على "(ه - ۸) ولکن لیس على " "(»- © . ومنه باعتبار أن (7)1یقبل القسمة على 
"زه - )۰ (> < ,) . فان القاسم الشترك الاعظم ل (0)/ و (۸) م یقبل القسمة 
عل *(ه - ۸) ولکن لیس علی ۱ "(ه -2). وتصح هذه العبارة الأخبرة من أجل 
۲-7 . ذلك لانه. وفقاللن ظرية (۷ > ۰۱ تقمل 03+ القسمة عل 
(ه - ۸) بینا تقبل (0)/ بالفرض القسمة على القوة نفسها ولکن ليس على قوة 
أعلى . وبا أن القادیر » جميعها متميزة فنستنتج أن القاسم الشترك الاعظم ل (۶ 


و () ع هو بدفه 


كشرات الحدود السا لسلمية ى مصترفه 19 


a)" )۸< ay) *... 0.- a),‏ -.0 = (0) ب 


ومن الواضح أنه من الدرجة > = ,+ .2 . وهو المطلوب . 


توصیح : لیکن 83-32-22 - () f‏ و1 + ۸+ ۸= (۸) ۾ . ونأخذ 
كمصفوفة 4 دالتها المیزة (0)/ الصيغة القانونية القياسية 


0 0 1[ [0 
(A) = A +۰۸4 + ۲ = ۱2 1 1| + | 
385 9 





ومحدّد المصفوفة ۸ المكتوبة أخيراً هو المحصلة لکثبری الحدود (۸) /و (۸) ع . وبا أن 
الحدّد ينعدم. فان ل (۸) و (1) م عاملا مشترکا لا يساوي الواحد. ولكن أكثر من 
ذلك وباعتبار أن رتبة ۸ هي 1 وبالتالي صفرية ۸ هي 2 ۰ فان ل "رو ۾ قاسًا مشترکا 
أعظم من الدرجة 2 . وبا أن (۸) ۾ نفسه تربيعي» فلا بد أن يكون () م نفسه هو 
القاسم المشترك الأعظم . ومن السهل التحقق من أن 
(81.8( (0 و (2- 0۵ = ()۶ 


وبدلا من أخذ 4 کمصفوفة دع دالتها الجن ()۶وتشکیل (۸) ۾ ء کان 
یمکننا أخذ 8 کمصفوفة 2 × 2 بدالة مميزة (۸) بم وتشکیل (8)/ . وف هذه الحالة. 
وباعتبار () ع الدالة المميزة المختزلة ل 8 . یمکننا بقسمة (۸) ۶و (۸) ع التعبير عن 


۲*۰4 مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


(8) | ككثيرة حدود (8) ۲ » حيث (۸) + هو الصفر أو من الدرجة 1 على الأكثر. وهنا 
0 48 ویما | ن للمصفوفة صفر 2 2۷ ۰ صفرية تساوي 2 ۰ فنستنتج أن 
ل (0) و (0 ع قاسيًا مشترکا أعظم من الدرجة 2. وتستنتج هذه الحقيقة أيضا بصورة 
مباشرة من (81.8). 

لکن کے + و + “قات )رکف رع جو سلمية من اللوچتة > 


ومعاملاتها في حقل2. . إذا كان =( / المشتق الأول ل / . فیرهن في 


الكتب المدرسية المتعلقة بنظرية المعادلات أن المیز 4 ل (۸)/معطی بالعلاقة 
روم ` 

50 * اک 
ف د للطريقة التي وصفناها لتونا. یمکن التعبیر عن ۸ كمحدّد اما لمصفوفة 
مرّعة م ماع آو لصفوفة مربَعة (1 - «) < (1 - + . بعناصر في. . ولکن یمکن 
الضی إلى آبعد من ذلك . وفى الحقيقة یمکن برهان النظرية التالية : 
نظرية (۲۸۱) 

لتکن ,4 + ... + 1ه + ”ذ - (۸) /كثيرة حدود سلمية من الدرجة #معاملاتها 


في حقل2. . ولتكن ۸ مصفوفة غير متردّية دالتها | المميزة (00)/ . إدا كانت «رتبة ا مصفوفة 
(ه ) 'رء فللمعادلة 0 : = (3) إعندئدذ من ال جذور ا متميزة . 





)81.9( 


لبرهان هذه النظرية نلاحظ أنه وفقا للنظرية 8١(‏ - ۱ إذا كانت م- ”=+ 
صفریه الصفوفة ۸ > فان لكثيرتي الحدود (۰/0 () قاس مشترکا أعظم . (۸) من 
الدرجة: . وبا أ نه یوافق كل عامل مکرر 07-۰0 (2 < )ل عامل ! کے 
ل /. فنستنتج أن ن (0 ۸(/۸) يحوي مرة واحدة تماما كلا من الم -+- عامل حمل 
ل (6. 
توضيح : ليكن الطلوبت إيجاد مميز المعادلة التكعيبية 
Fp‏ زد ومع 


Dickson, op. cit., p. 152. )*( 


قرات ادو السلمية ق مصفرفة ۳۹۷ 


هنا م + 312 = (0)'/ . وکمصفوفة ۸ نأخذ مصفوفة غير متردية مربعة 3 × 3دالتها المميزة 





f )4(‏ : 
Û‏ 1 0 
۰ 0 0 | - ۸ 
فاحل تلقل 0 72 و س 
FF 1۱ |‏ 8 
0 م ۱0 + | 0 رو ی - اوق = زج ل "3۸4 = R = f(A)‏ 
بت وت 9 
3 
Û0‏ = 
ومةه 


* - 3و4 - = || - = A‏ ۱ 
إذا كان 0 + ۸ فان رتبة ۸ تساوي 3 , أي أن ل 0 - (۶)۸ثلاثة جذور متميّزة . وإذا كان 
0 - ۸ » موهلا يساويان الصفر معا فإن رتبة ۸ هي ۰2 أي أن ل 0 = (۸)جذرین 
متمیزین » أحدهما مضاعف . وأخيرا إذا كان 0 - 4 = م فان رتبة ۸ هي الواحد أي 
أن ل 0 = (۸) ۶ جذرا مکررا ثلاث مرات . 


۸۲- میز ویر ۷۷6۷ (*) 
لنعتر أولا مصضوفة ۸ معدومة القوی ومربعة ۸ × « » عناصرها في حقل 
7 . إذا كانت ۸ معدومة القوی ودلیلها « فان الدالة المميزة الختزلة ل 4 هو 
ویشکل العامل "2 ولو لرة واحدة على الأقل؛ قاس ابتدائیا للمصفوفة المیزة 
ل لنفرض أن ل 1 ۸ - 4 قواسم ابتدائية هي القدار ۸ مکررا عددا من الرات 


Edward Weyr, (1852 - 1903). (*) 


۳۹۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


يساوي والقدار ۸ مکررا ر#مرق ...۰ والقدار "2مکررا 7۰ مرة . وباعتبار أن 
جداء القواسم الابتدائية يساوي » باستثناء ما قد یتعلق بالإشارة» الدالة المميّزة فنجد 
مباشرة أن 
FG ۷ 1 ۰‏ 2۳۵ ۲ ۱1 

وبا أن رتبة 4 لا يمكن أذ سارو رو اورف ر أن صفرية المصفوفة 

السابقة لا يمكن أن تكون أقل من صفرية المصفوفة اللاحقة E‏ 
بيارة a‏ اد وداج عم عاد افو و قل از 

لصفرية الصفوفات: 

E‏ ار ار 
على الترتیب. آی أن م ترمز لزيادة صفرية ۸ فرق صفرية 41-1 . فتتألف صيغة 
جوردان e‏ ل ۸ من ,۷ من القوالب القطرية التفصل بعضها عن بعض من 
الشكل (0) ۰ وهي الموافقة للقاسم الابتدائي الخطي ۰۸ أو من الشكل 


(مربعة # × ۸ ) 


0 1 ûÛ 0 
0 1 0 

0 0 18 
0 0 


وهي الوافقة للقاسم الابتدائي “1(2 <4) . وباعتبار أن صفرية كل قالب هی الواحد. 


فنستنتج أن 
mı F my + 1 + m,.‏ = 1ك 


ومن السهل أن نرى عند تشكيل 42 أن صفرية كل قالب 1 × 1 ؛ أي القالب 
(0) » لا تتغبر» بینا تزداد صفرية كل قالب من مرتبة 1 < ۸ بمقدار الواحد. ومنه 


m,;‏ ل °°° + mM + my‏ = ريز 


وبصورة عامه : 


روود لك ۰۰۰ کچ my Fm‏ الت رقم 


ی 
U, = MM,‏ 
لنعرض الآن هذه الاعداد ۸ کصفوف مرن النقط ٤‏ ممل فرررز (Ferrers)‏ 
العادى . فلحل 
[711 و11۲ 11-1 mM‏ 
ساس ۱ مم 
د ۳2 
** , دنه 
و و بو * 5 


ومن الواضح أن عدد النقاط الكلي في الجدول بکامله هو م ‏ ,10 < . ولذا 
أحصینا النقاط عن طریق الا عمد بری أنه بوجد ,من الا عمدة کل منها حوي ۷ 
من التقاط ‏ ._ .”من الاعمدة کل منها يحوي 1 - من النقاط وأخيرا ,”من الاعمدة 
يحوى کل منها نقطة واحدة. وهکذا یکون العدد الكلي للاعمدة في الجدول أعلاه التي 
تحوي ‏ نقطة مساویا ماما لعدد القواسم الابتدائیه ١ل‏ ۸1- ۸ . 

وتدعی مجموعة الاعداد ( إلا .... ,رم e‏ ویر (:۱۷۰۷) للمصفوفة معدومه 
القوى ۸ . وبميز سجر (568۲6) للمصفوفة 4 نفسها هو: 


ag T= La Nea ع‎ oa LE E LJ 
بیش تکتب « عددا من الرات پساوی ,۰7 1 ۳ 1 - ۷ عددا من الرات يساوي‎ 
هرة. . ع‎ 77 | 
وسجر (عموء9) هما مجرئتان مترافقتان‎ (Weyr) ومن الواضح ح ادن أن مميز وير‎ 


للعدد الصحیح ‏ 


۳۷۰ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


توضیح : لتکن ۸ مصفوفة معدومة القوی 13 × 13 تمتلك مصفوفتها المميزة 
القواسم الابتدائية ۸ ,۸7 ,۸ ,۸ . بحيث یکون یز سجر (©7ع56) هو (2 ,2 ,4 ,5). 
و حطط فرر ز (۳۲۲۵۲5) هو عندئد 


حيث يحوي العمود الأول 5 نقاط. ويحوي العمود الثاني 4 نقاط إلخ . وبإحصاء 
النقاط وفقا للصفوف نری أن میز وير (۷۷6۷۲) هو (1 ,2,2 ,4,4). والان لتکن ۸ مصفوفة 
مر بعة دالتها المیزة ھی 

n‏ هر ره يخ ثيه بهد رن 
حيث المقادير » جميعها متميزة. إذن تتألف صيغة جوردان القانونية ل 4 من دمن 
القوالب القطرية النفصلة 





۲ 0 ,۸ 
f‏ ا وه 0 | ت 1 
3 0 0 
حيبت ۸ مصعوفه مر بعة X rt‏ دالتها اة 0 <() وبا آن احدور تود ةلم 


حميعها متميزة فا مصفوفة 1 ,» - ,4 غير شاذة إذا كان ۸ زروبالتالی ما صفرية مساوية 
للصفر. ومنه فان صفرية ۰۳ - ۸)تساوي تماما تلك الموافقة ل "(1 ,» - ,4) . 
ونستنتسج إذن أن مميز وير (٣ره۷)‏ الخاص بالمصفوفة ۰1 - ۸ يحدد مز سجر 
(56870) وبالتای القواسم الابتدائية الوافقة للعامل ,۵ - . 

توضیح : الدالة الميزة للمصفوفة 


كشرات اخدود السلمية ف مصفوفة NY‏ 


هی (3 - ۸ 1(۳ - ) ت 03 ر. ونجد أن صفرية الصفوفات 
الور ار( ورهن > باعل التي سثرا نجد أن صفر به 
المصفوفات 4-3) ,2 ة- م) لوؤيس :1:11 4 غل ال ونوا 
الحذر المیز 1 = ۸ محطط فرررز (۳۰۲۲۵۲۵) التالي ۱ 

تل 

وا 
بحیث يكون میز سجر (96870) مساویا ل (2) . أي أن ل 21- ۸ القاسم الابتدائی 
7 - 2) . وبصورة مشامة. وفى مقابل الجذر 3 = ۸ نحصل من أجل 27 - 4 على 
لقاسم الابتدائی 3 - 2 . 


۳- تطبیق میز ویر («۱۷۰۲) 
لتکن ۸ مصفوفة مربّعة « × ۰ عناصرها في حقل 7 ۰ ولنفرض أن الدالة المميّرة 
الختزلة ل ۸ هو "(ه - /) . حیث تقع » في7. . فیمکننا عندئد» وکا في الفقرة ‏ ۰۷ 
کتابه : 
۷۰ + 1ه - ۸ 
حيث ۸۷ معدومة قوی دلیلها ۸ . إذا كانت (۸) ع أي كثيرة حدود سلْمية معاملاتها في. . 
فلدینا کہا في (74.2): 


500 (n-=1) E 
X4) = رورمو + (مو‎ + O لس 4 ...چا‎ r, (31) 
فعندئد ادا كان 0 ± (ه) اع » فلدينا‎ . 8 =  )۸( سید‎ 


Î )83.2(‏ با ین "ع + (a)‏ 'ع] ۸ 1 () و - 8 


ومنه يتضح أن / (») ۽ - 8 معدومة قوى دليلها « . أي أن الدالة المميزة الخه له 
ز 8 هي ((۵) ع - 2]ء أو بعبارة اسراف تمتلك المصفوفة 7 ۸ - # قاس ادائ 
وحيدًا هو "[(ه) م - 2] . 
والان لنفرض أن 
(a) #0‏ كام ,0= (a)‏ ( “اع < ... = (a)‏ "م = (a)‏ و 
فإذا كان ۸ < ۰ نجد من (83.1) أن 1 (») م = (4) م » بحيث تکون (۸) ع مصفوفة 


۳۳۹ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


سلمية ها من القواسم الابتدائية الخطية زيما و ص 
أما إذا كان ۸ > 4 فإن (83.2) تصبح 
(cg #0)‏ ,)... + ثلزي + تق + يء) 7 ع [ (يه) و -8 
لنقسّم ”على ۸ بحيث نكتب 
.(ط! > 4 > 0) 4 + | <- ۱۱ 
وبالاستناد إلى الفقرة ۷٤‏ تكون صفريات القوى التتالية ل 0(1) - 8 هی 
و و ع E‏ ۱ 
بحيث إن 
كم وحور د راع يك Sg‏ وراك بم 


و حطط فررز (Ferrers)‏ هو ادن 


» نقطة د عد عه ی hy‏ 
ب#انقطة , , . . ايم 
,#نقطه . . . . 2 ر 
تاه » و + وا ويم 


ومنه یکون ل (1 ۸ - 8) عدد 4 من القواسم الابتدائية ' * /[(3) ۾ - ]و 4 - 4 من 
القواسم الابتدائية (() م - <] . 


تمارين 

فى كل من التارین من ۱ إلى ٩‏ حدّد ما إذا كانت توجد أو لا مصفوفة ‏ يمكن 
التعبیر عنها ککشرة حدود ٤‏ 4 حفق المعادلة المعطاة وأوجد جمیع الصفوفات 2 من 
هذا النوع في حال وجودها. 


X* = ۱0 9 0۱ ؟)‎ ۶ - 10 4 0 
0 0 0 0 0 ll 





رات اخدود اسان ۴ دب فه ۱۷ 





8 6 0 04 0 1 ۲۳ 
X= 0 8 0 2 ۰ ع‎ 0 0 
0 0 -1 0 0 

4 1 0 2 + 21 (o 
Xî - X + 27 = |0 4 0 ar EDI = O 4 
0 0 8 (0 0 


من أجل کل من الصفوفات 4 في التمارين (۱۱-۷) أوجد الصفوفتین الرئیستین 
متساوية القوی ومعدومة القوی 2و ۰۸ واستخدمه| لحل العادلات الشار إليهاء إذا 


أمكن ذلك : 








5- 1 
۷( 4 = تير حل :|3 1 3 - ۸ 
.4 = 57 + ×4 - 2 حل أيضا (5- 1 
1[ 1- 
A; (۸‏ = 77 + 5 - *2 جل :الات 3 = 4 
4 = 21 + 2 - ”± آیضا [0 1 
1 اه 
=A (۹‏ 31 + 2 اتير حل :|2 0 A=‏ 
1[ 3- 
2 2 
۰ .۸ - 37 - ۲ + تيرج حل :2 3 - ۸4 
5- 0- 
8 1 8 ] 
أ لل ع تير حل :|1- 3 2-]< ۸ 
1 لس 4 


015 لتکن © 7 أية کثبرة حدود سلمية من درجة أكبر أو تساوی 1 ۱ بن أنه اذا گان 
للمعادلة المميّزة المختزلة ل 4 جذور حميعها متميزة عن بعضهاء فللمعادلة 
۸ = (×) 7 دائ) حل من أجل × يمكن التعبير عنه ككثيرة حدود فى 4 . 


۳۷ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


۳ لتكن الصفوفة ۸ الربعة ١ × ١‏ معدومة قوی دلیلها ۷ . بین أنه ليس للمعادلة 
4 < 2۳ حل ادا كان + :7 < 77۷ . 
استخدم طريقة الفقرة ۸۱ لتحدید ما إذا كان للزوج التالي من کشبرات 
الحدود (۸) و (۸) ع عامل مشترك 1 أم لاء وحدد درجة القاسم الشترك الاعظم . 


10(( = ۸ - 3۸° + 3۸7 = 3 + 2, 90۸( Sa lio ۸ 
/(( = ۸ - 3۸° + 7 - 10, كد = (و‎ - 58 + 6; (۵ 


SNP + 5 - 4 ۱۹‏ 0و 2 + برو د نر IO)‏ 


استخدم طريقة الفقرة ۸۱ وأوجد مصفوفة محدّدها هو میّز العادلات ۰۱۷ ۱۸ 
و وحدد عدد الحذور المتميزة لكل معادلة 
۷ 4-0 + م3 ان ۸ 2-0 + 37 - J‏ 
6468 0 < 2 - .5 - +32 + + لژ 

من أجل كل من الصفوفات التالية 4 في ۲۰ إلى ۲۷ حدّد تميّز ویر (0/6۲7) 
و بعدئل میز سجر (56876) والقواسم الابتدائية للمصفوفة 7 - 4 . ۱ 





۲.۰( 9 ۱ اف 3- 2 [ 
1 ]| ا( 3۱- 2 1] A=‏ 
چ تب 3- 2 1 

۲( 4 83 2-| < 4 2- 4 2 
1 - ]= 1 ۳ ا2ے 9 4 گر 
لاسن 8ه وت 1 - 2 07~ 

00 1 + 1 | سس ۸ 2 1 
2 20 6 | و فاح م 
[- 1 1- 8 4 قت 

2 -1 2 1= 7 00 
rT TF 0 -1 4 

1 3 1 انه ۲ 





5 1 95 : ۴ 
كرات الحدود السلمية في مصفوفة ۳۷۵ 


من أجل كل من الصفوفات ۸ في ۰۲۸ ۲٩‏ و۳۰ والدالة العطاة (۸) ع حدّد 
بطريقة الفقرة ۸۳ القواسم الابتدائية للمصفوفة 1- (۸) ع . 








8 1 ۱ 
۹4( 5 +4 2 - ثم = A= 0 1 1 | JN)‏ 
8 ۳ 1 6 6 
4 .1 2 
۹( 3 ۶ + ار 2 وا - ۸4 
8 ۴ 3 0 0 
0 1 3 
:9 - 16 + 7 - ع (00 :|1 3 ۱0 + 
3 0 0( 
0 1 1- 0 1 3 
رز THEI Fam‏ 1 اج ةر 
فا رو LÛ Û‏ [1 2 


8-2-8 + = )00 / 7 + 
1- 0 
)"١‏ لتكن ۸ مصفوفة مربّعة ” × ” فوق حقل الأعداد المركبة» وليكن # أى عدد 
ليم لقانت سر باق ساك قن أن السفرفيق ارهز وة 
القوى ومتساوية القوى الخاصتين ب 8 متطابقتان مع تلك الخاصة ب 4 . 
۷ إذا كانت © الصفوفة التعامدة الحقيقية 


0 ۰۰۰ 0 


۳۷۹ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


فبين أنه يمكن كتابة الصفوفة الدوّارة ,» = ره المريّعة > » المذكورة في الفقرة 
4 على الشكل ۱ 0۳ ,ره + ... + 06م + آمه - ۸ . استخدم هذه الحقيقة 
لبرهان النظرية (۲۹ - ۰)۱ النتیجتین (۲۹ -۲) و ۲٩(‏ -۰)۳ والتمرینین ۱۱ 
و۲ بطريقة جديدة. 








اختزال مصفوِفة 
اس سے تسا 





عب نص السالة 

لنرمز ب ۸ و 8 لصفوفتون ی عناصرهما في حقل7. . إذا وجدت مصفوفة 
غير شاذة (.م) = ۶ عناصرها ثبي *. . أو توسيع للحقل 32. . بحیث ان 
(84.1) رح مار 
فیقال عندئذ إن 4 و 8 متشامتان. وقد بينا فى الفقرة 4ه أن الشرط اللازم والكافي 
لتشابه المصفوفتين 4و8 هو آن يكون للمصفوفتین 7 ۸- 4 و17 - 7 العوامل اللامتغها 
نفسهاء أو إذا نشلتاء القواسم الابتدائية نفسها . واذا كان هذا الشرط الأخير محققا 
فيمكننا إيجاد ۶ بإيجاد مصفوفة غير شاذة ۴ تحقق ۸۸ = ۸۳ . ويكاتيء هذا الشرط نا 
فن “دفن الغادلات اة المتجانسة في “من الجاهیل رم . 


2 UP: ۳3 2 Pichi; (1, j a 1, 8 تن‎ n). (84.2) 


وهكذا فانه إذا أمكن إيجاد 2 محققة للعلاقة (84.1) فیمکن اختیار عناصر من 
الحقل 2. 
ولطريقة إيجاد 2 عن طريق حل مجموعة المعادلات (83.2) بعض المميزات بالنسبة 
للطرق الأخرى. ولکنها تفشل في أن تلقي الاضواء عل بعضص كم ق التي 
تعرضها الطرق الأخرى . ولذلك فاننا سنهاجم المسألة بطريقة ۶ 
إذا كانت ۸ و 8 متشامتین فله| الصيغة القانونية القياسية ‏ نفسها وصيغة 
جوردان القانونية 7 نفسها. واذا استطعنا عندئد امجاد مصفوفتین غير شاذتين 5 و 7 





۳۷۷ 


۳۷۸ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


بحيث یکون 

بل < 7۳۱7 ,ولح ۸45" 5 
أو بحیث یکون 

2 ۱87 7 ,2 ۸5" 5 
فنجد عندئذ بوضوح أن 

PIAP=B, 
حیث ' 57 = ۶ . ومسألة إيجاد م تختزل إذن إلى إيجاد 5 بحيث تكون ۱۸5 5 صيغة‎ 
. قانونية‎ 
: وقبل المضي في اختزال 4 إلى صيغة قانونية » سنبرهن التمهيدية المهمة التالية‎ 


عهیدیه (84 - )١‏ 
إذا رمزنا ب ,۷ ,... ,۷ ,۲ل «من التجهات الستقلة خطيا الى تمثل أعمذة 
سس سای الشانةم » واذا كان ,۳ ر + ...+ + ۷ CAV =by‏ 
فعتلئكء يكون ا متجه العمود ا 5 27 7 هو بالضط ‏ التجه العمود / للمصفوفة 

ی ۶ 


تساه کی کل ليه وباعتبار أن ۶ غير شاذة بالفرض › أن ال متجه ۳ 
مستقلة خطیا بحیث یمکن التعبیر عن المتجه ,۰۸۷ وهو اجه العمود في العمود زمن 
المصفوفة ۰۸۳۲ على الشکل العروض في التمهیدیه. وإذا رمزنا الان ب .۱۷ للمتجه 
الصف الذي يكل الصف امن ۰۱ فلدینا من النظریتین (۸-۷) و(۷- ۲۱۱ 

رق > ۷ ۰ ,۱۷ 
حیث الطرف الأيسر هو الجداء الداخلی للمتجهین ,۰۱۷ ,۷ و.8هو رمز کرونکر. 
ونستنتج عندئذ أن 

WAV - بر‎ 


وهو الطلوب . 


۱۳۳ ۵۳. ۳.۳ E 


۸٥‏ - سلسلة من التحهات 
لتكن 4 مصفوفة مربعة × + عناصرهماق حقل * . لمكن 
لعب يدري د مصفوفة 1 < ۶ او متجها عمودذا ذا » بعد فوق .7‏ ولنعتمم سلسلة 
التجهات 
نا AN‏ 
حيث × هو القائد. لنفرض أن هذه ال » من المتجهات مستقلة سا وأنه یمکن 
التعبير عن ۸ كتركيب خطي فيهاء أي لنفرض أن 
AX+a ZX,‏ _ ع + .+2 كمع + 1 دمن < إل عا 
حيث تنتمى العاملات ۾ إلى”. . إذا رمزنا ب (۸) 8 لکشرة الحدود 
۱ س و 
فعندئذ 0 - 1 (۸) ۵ . ویقال عندئذ إن کثرة دود (م) 6 تفنی الّجه ۽ ومن 
الواضح صح آنه لا توجد کثرة حدود من درجة آدنی تمتلك هذه الخاصة . وستدعی 
(4) 6 الدالة المميّزة الختزلة ل ۶ بالنسبة إلى الصفوفة ۸ ۰ وسنقول إن × ينتمي 
إلى كشرة الحدود (۸) 0 . ونوافق هنا دائم) على أخذ (۸) ۵ ككشرة حدود ولحدرةء أى كثيرة 
حدود معامل الحد الرئيس فيها هو الواحد. ويمكننا الآن برهان النظرية التالية : 


نظرية (85 )١-‏ 
بالتسبة تم معطاة 4 » تكون الدالة ا مميزة المختزلة ( 0 لتجه 
وحبدة» و کن له عن ذلك إذا كانت () س أية كشيرة حدود بحيث إن 

0= 2 (4) ۱ » فعندئذ يكون (۸) 0 من عوامل (3) ۷ . 


رهن أو الجزء الثاني من النظ یه . و فبا أن (۸) ۵ كثيرة حدود واحدیه ودات 
الدرجة الأدنى من بين كثيرات الحدود التي تحقق 0= وباعتبار آن 
0 = × (۸) ۰۷ فمن الواضح أن درجة (2) ل لا يمكن أن تكون أقل من درجة 
00 . اشم اا عل 000 اقب 
(0) م+ (A)‏ 000 و = )^( بن 


۸۰ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 
حيث 0 = (۸) م أو من درجة أقل من درجة (۸) 0. فلدينا عندئذ 

y(A)X=q(A)0(A)X مع‎ (A) X, 
وإذا کان‎ e ومنه. وباعتبار أن 0 = ×(۸) ب » 0 = × (۸) 6 ۰ فلدينا 0 = × (۸) م‎ 
م » فان هذا يناقض الفرض بأن () 9 كثيرة الحدود ذات الدرجة‎ )۸(# 0 
.6 )۸( الأدنى التى تجعل 0 = × (۸) 0. ومنه 0 = (۸) م و (۸) س تقبل القسمة على‎ 


والان إذا كانت (۸) 0 و (۸) ,0 كثيرتي حدود» وكانت كل منبا واحدية ومن 
الدرجة الدنيا التى تجعل 0= × (4) 6و 0 =× (4) ,6 ۰ فعندئذ ووفقا للنتيجة السابقة 
تكون كل من قير امحدود عاملا من عوامل الأخرى. وبا أن كلا منهیا واحدية 
بالفرض فلا بد أن تكونا متطابقتين . 

والآن إذا كانت (۸) 4 هي الدالة المميّزة الختزلة ل ۸ . فلدينا 0 = (4) م ب 
بحيث إنه من أى يمد ق 0 6 وا رطا تند ال بت 


النتيحة (86 -؟) 

إذا كانت (0 ۵ الدالة ا مميّزة ا مختزلة ‏ لصفوفة ۸ » فإن كثيرة ا حدود ( 0 » التى 
ينتمي إليها أي متجه + بالنسبة إلى ۸ ۰ هي عامل من عوامل (0) #. 

والجوهري بالنسبة لأغراضنا هنا هو النظرية التالية : 


نظرية (۳-۸۵) 
إذا كانت (0 © الدالة المميّزة المختزلة ‏ لصضوفة 4 بعناصر في حقا حى , 
فيمكننا دا اعباد متجهات ۲ 4 عناص ها ی وستمي 1 (۸) ©. 


لبرهان هذه النظرية. لتكن (۸) م . عند تحليلها إلى جداء قوى لعوامل أولية 
قف ۰ عل الشکل 
ايلاع ةعورم O) < Pea‏ ۵ 
حيث العوامل مهي كثيرات حدود مختلفة في ۸ وغير قابلة لزید من الاختزال فى . 
لتكت الآن 


اختزال مصفوفة إلى صيغة قانونية 5 
م =... = ترمد رم =p‏ (0 9 
والمصفوفة (2,)4 (4) ٠‏ م ليست صفرًا بالتأكيد باعتبار أن (0) ۵ هي الدالة 
لمميّزة الختزلة ل 4 . إذا م يكن العمود زمن هذه المصفوفة موَلّهَا بكامله من الأصفارء 
وکان ê‏ العمود الواحدی الذي حوی 1 ٤‏ الوضع رواصفارا فب| عدا ذلك أي ۱ 
0 .0,1,0 ,...,0] ره 
فعندئذ 
(A4)7,(4)e, #0.‏ ام 
واذا وضعنا 
(A) ©‏ ۰ < .7 
فعندئذ 2,0 (4) ام بینا 0 = ,» (4) 4 - ,2 (۸) م . ومنهء تنتمي ,2 إلى كثيرة 
اخدود "م وفضلا عن ذلك فإن مركباتها هی عناصر من الحقل 7. . 
ویبرهن بسهولة على أن التجه 
7 + ... +ر2 + X=Z‏ 
ينتمى إلى كثيرة الحدود (۸) . ذلك لأنه إذا كانت × تنتمى إلى (۸) ٩۲‏ بحيث إن 
a (A) 7 ۱‏ سل 
وبها أن ,* تقبل القسمة على من أجل ز: » فلدینا بعد الضرب في (4) ,7 
من اليسار: 
(A) 27‏ ,7 رك ) به < 0 
ومنه نستنتج أن (۸) ,7 (2) ب تقبل القسمة على "م) وبما أن هذا الأخير أولي بالنسبة إلى 
,7 فنستنتج أن ب يجب أن يقبل القسمة على “م ( .... ,2 ,1 = ) وبالتالی فإنه يقبل 
القسمة على جدائها (2) ۵. أى أن (۸) ۵ = (۸) ۰۷ ۰ وهو الطلوب . 
وفي التطبيق العملي عندما یکون ”صغيرا یمکن في كثير من اخالات إيجاد 
متجه × ينتمي إلى (۸) ۵ بطريقة التجربة والخطأ . 


۰ - الاختزال إلى الصيغة القانونية القياسية 


لتکن ۸ مصضوفة مربعة ۸ × ۸ عناصرها فى حقل2. ۰ ولتکن الدالة المميزة 
المختزلة ل ۸ : 


TAY‏ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


(86.1) ۰( >/0) اووس بن س وت دا" (A) < ۸۳ — a‏ چ 
لتکن ,۲ متجها عموذا فوق7. ینتمی إلى کثرة امحدود 210 فالتجهات : 


Ke )86.2(‏ »و نگ 2۳ 

RN CFE )86.3(‏ از اتير وات از از 

وتشکل التجهات في (86.2) أساسًا لفضاء متجهي خطى ,]ذي » بعد. وهو فضاء 

جزئي لا متغير بالنسبة ل 4 . 

إذا كان ۸ = » فالتجهات 

(86.4) 1 له ۲۷ .4,۰ < ۷,۷ < ۷ 

تشکل أساسًا لکامل الفضاء ذي ال : بعدٌا . وبا أنه لدینا من (86.2) و (86.3) : 
لاع a‏ ی[ 2 ۱ ك8 د Al‏ 


AV =a ۷ +a V+. + ی ۷ اج‎ 
f An 1 ر ]س‎ 1 


1 


5 5 من |“ با ية (١ 5 85١‏ او ادا كانت التجهات 2 ٤‏ )86.4( مأخوذة کاعمدة 
8 مصفوفة ۴ مربعة ۸ × ۸ » فعندئذ 


0 û, 
1 دولا‎ 
صماا-م‎ =R=— 0 1 ۰.۰ 0 al. )86.5( 


5 0 EE EE ادا‎ E Eg E E ی‎ E BD EP hE E ها‎ 


Û &‏ عت 6 ۵ 
& 1 ۰۰۰ 0 0 
وهذه هي إحدى الصیغ القانونية القياسيّة ۸ لصفوفة ۸ دالّتها المميّزة الختزلة في (86.1) 
من این . 
ادا کان > » . فیمکننا امجاد ۳۳ ¥ مستقل ا عن المتجهات (86.4) . 
لنفرض أن الجموعة من 8 + » من التجهات الولفة من المنّجهات فى (86.4) واّجهات 
AFAT TF‏ 
مستقلّة خطيّاء ولکن یمکن التعبير عن 4۴۲ کترکیب خطی فيها. اي أن ۲ 4۶ هو أوّل 


a aE Fw‏ كه 


اجتر ا ب مصقوفة إلى صيغة قانونية TAT‏ 


متجه في التسلسلة الأخيرة غير مستقل خطیّا عن التجهات (86.4) وعن التجهات التي 
تسبقه فى التسلسلة. وهکذا نجد علاقة من الشکل ۱ 
(86.6) 0= ۲ (م) ,۵ + ل (A)‏ 6 
حيث 0و ,9 کشرتا حدود سلمیتان فو ف ۰7 . درجه ة الأخيرة 8 ) والسابقة . إذا لم تكن 
صفراء فمن الدرجة 1 - » على الأكثر. وفضلا عن ذلك فإنه لا توجد أية كثيرة حدود 
57 درجة اقل من 8 وتحقق علاقة من النوع (86.6). لتكن (۸) ره الدالة المميزة 
المختزلة ل ۷ . فعندئذ وباعتبار أن 
(A4) ۲ =0 )86.7(‏ ره 
هي علاقة من النوع (86.6) » فمن الواضح أن درجة ,6 لا یمکنهپا أن تتحاوز 
درجة ,ه. لنقسم ,© على ,6 ونكتب 
(86.8) وق + ع0 4 < ره 
حيث إن ,م إما صفر أو من درجة أقل من 8 . وإذا ضربنا الآن طرفي (86.6) 
فى (4) ره واستفدنا من (86.7) و (86.8) نحصل على 

(A) Y¬— q, ) 6 )۸( 8 =0‏ رم 
وبا آن رم إذا ل تکن صفرا هن درجة آصغر من ۵ . فنستنتج أن 0 = رم 
بحيث تکون ,6 من عوامل ره. وب أن 4۵ هي الدالة المميزة المختزلة ل ,× فان 
(۳) ,8 (۸) ره قابل للقسمة. قا للنتيجة وهم - ۲ غلى © . وشا عند 
ذلك. وباعتبار ه هي الدالة المميّزة المختزلة ل 4 . فإن ۸ يقبل القسمة على 
و وومةه , ره يقبل القسمة على ,6 ره بحيث إن,8 يقبل القسمة على ر0. وإدا 
وضعنا ,6 له = ,6 . فلدينا من (86.6) 

0= [,2 رك ) ۷ - ۸(]۲) 9 





وا 

د[ ه) e‏ 
فمن السهل أن نری آن للمتجه تادالة ميزة ختزلة هي ر6‌وآن الجموعة من 
6 + »من المتجهات والمؤلّفة من ال » متجهّا في (86.4) وال 8 متجها : 


۳۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


(86.9) 4 ی RAR‏ 
۱ وإذا كان = 8 + » فان التجهات (86.4) و (86.9) تشکل أساسا للفضاء 
المتجهى ذي ال » بعدًا بکامله . وإذا اعتبرنا هذه التجهات أعمدة لصفوفة ۴ غير 
شاذة. فعندئذ وکا رأيئا أعلاه تماما 
۱ © #]مما-م دم 
حيث ۱ هی المصفوفة في (86.5) وحیث » = ۸ و ر۸ مصفوفة مربعة من اطرتبة 8 » من 
النوع نفسه ك ,۴ ولكن العمود الأخير فيها مؤلّف من العناصر ,8 . ی ویر + زق 
هذه الحالة تكون ۸ الصيغة المختزلة القياسية ما یتمم الاختصار المطلوب» 
لنفرض + عل ن سال آن »8 +» . فنجد عندئذ جا س 
عن ال 8 + » متجها في (86.4) و (86.9). ونشکل التتابعة 
Aes )86.10(‏ 
ونفرض هنا أن ال بد+ 8 و ی ف (86.4) « (86.9) و (86.10) مستقلة ییا ولکن 
الجموعة التي نحصل علیها بضم 7 47 هي جموعة غير مستقلة حطیّا. ولدينا عندئذ 
علاقة من الشکل : 
XK + 6, 6, )86.11(‏ 6 < 8,27 
حيث ,8 کثبرة حدود #8 من الدرجة 7 وهي ذات الدرحه الأقل من بين کشرات 
تین التي بیج معها علاقة من تس (86.11). لتکن رم الدالة المميزة 
”5 ذد 27 . اما EE‏ اقا كين س ن ف قبل القسمه على ,6. وإذا كان 
4 = ,ف » فلدينا بعد ضرب طرف (86.11) ب (۸) 4 : 


0 + 02-402 - 2 رم - 0 
ولكن من الطريقة التى اختير فيها يلا . د يساق تسح غلاقة من سذا یج ی 
فقط | إذا كان کل من الحدين في الطرف الایمن مساویا للصضر على حدة. , ون 
0= ,¥ ,0 4 نستنتج أن ,0 4 تقبل القسمة على 4 وبالتالي على ,6 4 = ,۵ بحيث تقبل 
,8 القسمة على 0. وإذا وضعنا ,0ه = ,6 فلدينا من (86.11) 
0,6,۰ > (2 1۷ - 2) ,8 


۷۲۸۵ 13۰۵۰۵۰۵۰۵۰۲۰۲۰۲ N 


نضم الآن ,× ب - 2 = ,۲ ونشکل التتابعة 
(86.12) الو AA‏ 

وبا أن ,۵,26 < ,۵,۷ وان هذه العلاقة الأخيرة لا تصح من أجل أية كثيرة 
حدود,0 من درجة أدنى من ب فنستنتج أن المجموعة من + 8 + » من التجهات في 
(86.4) » (86.9) و (12 ۰ مستقلة خطياء ٠‏ بينما يمكن التعبير عن ,473 کترکیب خطي 
في التجهات (86.9) و (86.12) » ولکن هذا التركيب لا يحوى إطلاقا 7 

واذا كان م = يو + 8 + م فناخحذ ال » متجها تحت الاعتبار کأعمدة ۲ ویکون 


AP‏ ۳۳ مین الشکا 





1 0 ۰۰۰ 0 
0 





96-13 
u | (86.13) 
0 


آما اذا كان نی یف ار الس ی اید ایت یں 


۲ لد ۲ الصيغة القانوية قاس 


(86.14) ب 0 x<:‏ و 0 


توصيح ١‏ : إذا كانت 4 هى المصفوفة 


0 1 
4= 1 0 
1 1 


سم س ۵ 
ا 


فنجد بحسابات بسيطة آن الدالة المیزة | ختزله هی ۸-2 - ۸ = (۸) 9. ونری عندئذ 
بالتجربة واخطاً أن التجه 0۰ ,0 ,1] = × ينتمي إلى كثيرة احدود (۸) + ۰ ونشکل 





۲۸3 مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


ال 
XxX =[1,0,0,], AX, = [0,1,1], AX, = ]2,1,1[ = (A + 2117‏ 
وهكذا يشكل التجهان ,۲ و ,×4 الأساس لفضاء جزئى لا متغير '1 ذى بعدين . 


ونرى بالتجربة أن المتجه [0,0,1] = ۷ مستقل خطيا عن المتّجهين ۰۸ × . 
وعند تشكيل المتسلسلة متخذين 7 كقائد. نجد أن 
,۲ - كرب اقرع [1,1,0] < ۸4۲ 
أو 
ل 8+ م) - ۷ + م) 


0 > زر )ی 


وينتمي التجه ۷ - ۲ = ,۷ عندئذ إلى كن امحدود 1 +۸ وي لد فضاء جزئیا لا متخم 
,1 بعد واحد. ولیس له أي متجه مشترك مع الفضاء الجزئى ,1 . وإذا اخترنا الآن 
التجهات الثلاثة 

۷۲-2 لله V=X, Vy‏ 
كأعمدة للمصفوفة غير الشاذة ۲ . فعندئذ 7۳۱۸۳ هی المصفوفة 


وهی الصيغة القانونية القياسية 6 4 
توضیح ۲ : لنأخذ کتوضیح ثانٍ الصفوفتة*) 


M. F. Smiley, “The Rational Canonical Form of a Matrix " Armerican Mathematical : انظر‎ (#) 


Monthly, Vol. 49, 1942, pp. 451-434. 


اختزال مصفوفة إلى صيغة قانونية YAY‏ 


قم 
3 عم تب 
حدر 





بحسم 
اا 


التى دالّتها المميّزة المختزلة 312 - 203 - ۸٩‏ = (3) ©. 

اناعد 0 ,0 ,0 ,1] < ۲ فنجد أن [0ب0 تراد ] < ۰۸2 [5 ,3 ,1,1] < ۸4*۲ 
6 سس لق بلس أن مله الات الا و كسك قا ییا 
۸٩2۲ = ]1, 15, 17, 33[ = 243 + 32 ×‏ . وإذا أخذنا الآن التجهات 


۷, < 2, V=AX, V=AX, ۷-4۹, 


كأعمدة للمصفوفة غير الشاذة 7 » فعندئذ تکون ۲۸۴ م هی الصفوفة 


0 0 0 0| 


ي اس 
ت كت 


۷- صيغة جوردان القائونية 
نمضی الآن إلى اشتقاق الصيغة القانونية الکلاسیکيه أو صيغة جوردان القانونية 
ل ۸ . وفنه الغاية یمکن الفرض بأن 4 غير متردية. ذلك لأنه في الحالة العاکسة 
یمکننا اوا احتصار 4 إلى الصيغة القانونية القياسية (86.14) التى یکون كل قالب فیها 
غبر مترد . وعندئذ نحتاج فقط إلى هبار ی على حدة. 
نفرض الآن أن 4 مصفوفة مریعة ‏ × ”دالتها المميّزة الختزلة (۸) م من الدرجة 
۸ . ونفرض أن عناصر 4 تقع في حقل الأعداد المركبة 2 ۰ بحيث يمكن تحليل (۸) ب 
في. إلى جداء قوی عوامل حطية متميّزة. أي أن 


TAA‏ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


78.1( := 9 ر۵) ۰۰۰-۵ a") = e"‏ - ) = (40 
۰( ريج 5 ۸( ۳ = (۳)۸ aaj‏ ت ۸) : = a) 'T(A)‏ د ۸) = 
وقاما کا في الفقرة ۸0 يمكن إيجاد متجه ,2 ينتمى إلى كثيرة ا دود 1" (» - ). ولنکتب 
ذل : 
)872( قیس شزرو يلاك 4 Z2‏ "لبه - ۸) = ۷ 


ولدینا هنا ۸ من التجهات . وهده اسا مستقلة ھا ب ذلك E‏ ادا كانت عبر 
مستقلة فمد نوجد علا فة من الشكل 1 
Z; =0 )87 .3(‏ (۸) ,ع 2 


حيث (۸) رع كثيرة حدود من درجة أقل من ,4 . وت أن (۸) ,7 تقبل القسمة على 
2 زرخ انپا یمد ضرب طرفي (072)من یار هرھ 
۰..,٩(‏ ,1:2 <) 2,20 (۸) ,2 (۸) 7 
ونستنتج من هذا أن © 004 بل للقسمة عل A-a)"‏ وك ا 
باعتبار أن (۸) 7 أولية بالنسبة لا "(» - ۸) بینها (۸) ,ع من درجة آقل من ' A-a)"‏ 
وبا أن 
اب ره - I) VP = (A‏ ره + ( ره - ۸)] = AV‏ 
فلدینا 
VW = HE (= 2,3, QI 1, eg)‏ ۸ 


۸4 ۷ = (A-a IZ, + a VP US بش با‎ walk 
ومنه إذا أخذنا هذه المتجهات ال ” کاعمدة لصفوفة غير شاذة 7 » فعندئذ‎ 
الشكل‎ 7 ! 47  ضرتفتس‎ 


0 0 .وك 
۱ 0 ۲ 0 کڪ ل 
Û 1‏ 0 


حت لهي المصفوفة المربعة 0 ۳ q;‏ 





1 

0: 0 

0 ır 1 
iw ۵ كه‎ 


وهو ما يسمي | لصيغة القانونية الكلا 5 فيه أو صيعة جوردان القانونية ل ۸4 ۰ 
توضيح ۳: اختصر الصفوفة التالية إلى صيغة جوردان القانونية . 


1 ات ك 
را نت 3 فا هه ير 
1 2 1 


الدالّة المميّرة المختزلة () ف ل 4 هي (1 - ۰۸ ومنه 4 غير متردية . وسوف 
لا يكون ضروريًا أن نختصر 4 إلى صيغة قانونية قياسيّة . فبالتجربة نجد أن المتجه 
[0 ,0 ,1] = × ينتمى إلى كثيرة الحدود (() ۵ . وبحسابات بسيطة نجد أن 
[1,0,0] =¥ < ۷ ,]1,2,1[ < 2( ۸) ع ,۷ ,[0,3,3] = ۲ ۳( ۸) = ۷ 
وإذا آخذنا هذه التجهات الثلائة کاعمدة لصفوفة 7 فعندئذ 


1 1 0 
7 47-10 1 1 
(O 0 1 


وهذه هى صيغة جوردان القانونية 9 4 . 
وكتوضيح أخير نختصر إلى صيغة جوردان القانونية المصفوفة 4 × 4 غير المتردية 
المذكورة 8 التوضيح ۴ 





0 0 

1 2 چ 1 
1ب 2 3 
بت قل 0 


ونجد بالتجربة أن المتجهات 


2 = ]0, 0,1, 4[, يبه‎ |, 1,1: 2, Z2, = ]4, -3, 5, 6[ 


تتمی إلى العوامل 1 + 3,2 22,2 على الترتيب» وهي عوامل الدالة المميّزة الختزلة 


۳۹۰ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


والتجهان الأخيران من متجهات 4 اللامتغرة بحیث إن ,32 = ,42و ,2 - = ,۸72 . 
لنأحذ 

۷۶2 رر2ع<ب۷ ,2عو۷ا ,(1-,2- ,0,1] = ,۸2 < ,۷ 
ولنستخدم التجهات ۷ الاربعة كأعمدة لصفوفة 7 . با أن 0 = ,422 = ۸۷ 
۷ = ,۸۷ فتکون 147 7 صيغة جوردان القانونية 7 ل 4 » حيث 





سیت یکون 8 = ۳۳۱۸۴ و [ = ۰.77147 غل الترتيس».. الصيغة القانونية القياسية 


وصيغه حوردان القانونية 59 4 . 


و .1 ظ 2 5| 
۷ ۱ 

ع 0 8 ۱ 0 

۱ 3 ۱ ) 4 ۳ ۳ 

۳ ( ۳ و 1 اب 
8 2 4-] د 4 1- 
٩ ۱ -4 (‏ 4۱ ¥ الس 
4= 4 4 3~ 


83 اک ات 2 10 لب 
¥ 1 2 1ت 8 ) 1 j‏ جد 
3 6 ات وس کے 8 





(۹ 


(1۱ 


(۴۳ 


(1٥ 


(۷ 


اخترال مصفوفة إلى صيغة قانونية 








8! -7 

م فت 

ف 3 
فلع که ۽ 
فآ و ب 
و 1 8 
.قاس أت 
8 تب نا 
یسم 8 اقب 
3 # ام 
8 دة 


۹ بين أنه إذا كان م = » في (86.2) وأخذنا 
=A =F‏ ۷ يرح KV,‏ "حورت ۷ 


کال چ الأول الثاني 


لقانوتية 


11 1 Û 0 
و6‎ 0 1 0 0 
0-۰ 1 


(۲ 


(٤ 


(1 


(۱۸ 





۲۹۱ 


1 98 9 
۵۱ 8- 2 
و 2 و 
3 42 ۸ ۶ 
وس 5 2 
5 1 8- 
وب 1 4- 
9- 5 18- 
5 1- 6 
FB‏ .1 
2 خب 8# ) 
۱ 0 3 
و و 
ET‏ 
ات 1 3 1- 
ت له 8 اب 
مه 2۵ 4د ا 


جع اف ایا دن فعندئذ ۲۳۲۸۳ هی الصيغة 


۳۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


لطا فقسو دايص دمم ع زر 


"١‏ با أن للمصفوفتين ۸7 - 4 و۸7 - “4 العوامل اللامتغيرة نفسهاء فيكون 
ل 4 و '4 الصيغتان القانونيتان نفساهما. والآن إذا كانت © بحيث إن 
8 - ۸۵ 0 في (86.5) فلدينا “7 = ' (0) 0'4 » حيث ۲ هی مدور 


المصفوفة في (86.5). 


01 لک یشک عير شذة بحيث إن 8 = ۲ ۸5 . إذا 
كانت Um,‏ ول تسمه اق الصشوف الجا ل 5 وكان 
E Ba‏ ۰ لایر + الا نا < ف نا . فتكون عندئذ عناصر الصف امن 8 هي 
بک ےا يد روط یا . 

۳ إذا كانت '* مدور ۸ في (86.5) وکان ۷ التجه [1 ,0 ,.. ۰ 0] ف فين أن التّجهات 
اله : ۱۷ "(”2) ,... RV, RV,‏ ,/1 مستقلة حًا . واذا رنه هذه التجهات 
كأعمدة لمصفوفة مربعة 7 فعندئذ 8 = 171۸'7 . 


افص الا سر 








۸ - أزواج الصيغ ثنائية | 
لنعتير الزوجین من الصیغ ثنائية اخطیة 
زار 2 = bz, u)‏ ر 02 2 = u)‏ ,02 
امار ر2 = (y0) = 2C,  Q(y,0)‏ 
حيث نس الأول في مجموعتين من ١‏ من التغخررات هما (,۷ ,... ,راا ,) 


)88.1( 


أن , ٠‏ وده (x,‏ 35 والزوج الآخر في الجموعتین من التغرات ١‏ پل و۰۰۰ 29 (U, U‏ 
و( لإ ...۰ ,رل 57 . وكا في الفقرة ۳۷ ادا تركنا ۷ U,‏ ,× ترمز لمتجهات عمود كل منها 
دې بعد مثلا 


و ی | ۳۴ ۷ 
فیمکن تمثيل الصیغ ثنائية الخطية فى (88.1) کمصفوفات 1×1 : 
b(x,u) = 7‏ ,]۸۳۸ = (۸ ,د) 0 
)88.2( 
۷ = :0 بج" = CU)‏ 


وندعو عندئذ الصفوفات الربعة 0 ,© ,8 ,۸ مصفوفات الصیغ . وسنفرض آن عناصر 
هذه الصفوفات جمیعها في حقل أعداد* . 

ونفرض ولا أن الصفوفتین 4 و۲ غير شاذتين» ونتساءل عن الشروط التي يمكن 
معها امجاد تحويلات غير شاذة بالنسبة للمتغيرات × والتخیرات 4 . 
(88.3) ۷ - | و ۳۷ - 7 
بحیث تتحول بالوقت نفسه  dla)‏ (ن ,0 و (» ,۲) 5 إلى (ن ,) 4 . 


۹۳ 


۳۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


وإذا طبقنا على التخترات في (۷۵,) ۾ و (» ,×) ط فى (88.2) التحویلات (88.3) » 
فوفقا للنظرية (۳۷ - ۱) تکون الصیغتان الجديدتان ۲۰۸۵ و ۳80 على الترتیب. 
وستکون الصیغتان احدیدتان ھا (0,۵ و (0۵ ۰4 إذاء وفقط إذاء كان 

P'AQ - 0۳80 =D. 

ووفقا للنظرية (۱-۵۸) یکون الشرط اللازم والكافي لوجود زوج من الصفوفات 

قير الشاذة ۴ و 0 تحققان هذا الشرط الأخر هو أن یکون للمصفوفتین 
8 + ۸و 0 +6( 

القواسم الابتدائية نفسهاء أو إذا فضلتاء العوامل اللامتخرة نفسها. 

ولنلاحظ عند هذه النقطه أنه إذا كان للمصفوفتین ‏ + ۰۸۸ 2 + ٤‏ ۸ القواسم 
الابتدائية نفسها وكانت 4 غير شاذة» فعندئذ تكون © أيضا غير شاذة. ذلك لأن جداء 
القواسم الابتدائية في الحالتين المتتاليتين هما (باستثناء عامل لا يساوي الصفر) 
۸ + 8 ۸| و |2 + ٤‏ ۸| » ومعامل "2 في نشر المحدّد في الحالتين هو على الترتيب 
اماو |©) . 


ويمكننا إذن عرض النظرية : 
نظرية (88 - )١‏ 

ليكن 2۳2۸40۸ = إزذ هذا eC, u) = FEV gb (r uj = XBU ca‏ ¢ 
۷۲ = ( ,م 4 زوجن من الصیغ ثنائية 2 في جموعتين بن سمن اران 
إذا كانت 4 غير شاذة فان الشرط اللازم والكاق لوجود تحویلین حطین غير شاذین 
لام = × و 0۷ = 0 حول (# )۰ إلى (« ,»وف الوقت نفسه تحول (» ,) م 
إلى (ن «() 4 هو أن یکون للمصفوفتین 8 + ۸4و2 + 16 القواسم الابتدائية نفسهاء أو 
إذا فضلناء العوامل اللامتغيرة نفسها . 


۹ - تغيير الأساس 
إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربعتین ” × بم عناصرهما في حقل2. > وكان 2 متغيراً 
الما 2 » فسنشير إلى 8 + ۸ ۸ كحزمة ه من المصفوفات . وحتى الآن فرضنا أن 


۳۹۵ 


۸ مصفوفة غير شاذة. وسنزيل الآن هذا القيد. e‏ المحدد 
|8 + ۸ ۸ لا يطابق الصفر فوق جميع قيم ۸ . أ أ أن رتبة المصفوفة 8 + 4 ۸ هي 
. وستدعی هذه الحالة الحالة سای وسنشم إلى الحالة الى يحون فيها 
0 - |8 + ۸ ۸| کحاله شاذة . ۱ 

وفى الحالة غير الشاذةء توجد قيمة ل 2ولنقل # = ۸ بحيث تکون 8 + ۸۸ 
غير شاذة. أي أن الحزمة 8 + ۸ ۸ تحوي أعضاء ليست شاذة. وسنجد من الناسب 
إدخال وسیطین متجانسین م ,2وکتابة 8 + ۸ بدلا من 8 + ۸4 . ومصطلح 
«العامل اللامتغیر» و«القاسم الابتدائی» سیحتاجان. عند تطبیقه| على 8 مم + ۸ ۸ 
ا اا 

لنفترض أن المحدّد |8 سم + ۸۸| = (۸,۵) ,4 لا يطابق الصفر فوق 
فيم ۸و ۸ . إدن من الواضح م أن (م ,۸( ,4 صيغة ثنائیه درجتها ۸ف ۸و م . وفضلا عن 
ذلك إما أن يكون كل محدد مصعر مرنسته 01 (1( >> ) من ا مصفوفة 8 + ف زسطابقا 
للصفر أو أنه صيغة من الدرجة ” . إذا رمزنا ب (م ,2) ,,4 للقاسم المشترك الأعظم 
بحمیع الحددات الصغرى ذات ال :: صفًا من 8 مم + ۰1۸ فمن الواضح أن ,^( ,4 
(م هو صيعة ننائية الخطية في وم ویقبل القسمة بوضوح عل (هز.خ EET N:‏ 
آخذنا 1 = ( ,۸) ره » فحواصل القسمة : 

لباك = م e0,‏ 


(89.1) (, 2,۰۰۰ ,1 ع (m‏ 7 
اما أن تکون أعدادًا ثابتة (والق سنعت‌رها مساوية للواخد) أو ضِيعًا ثنائية الخطية في 
وم . وسندعو هذه المقادير » بالعوامل اللامتخرة للمصفوفة 8 مر + ۸ 2 

وإدا حللنا الان مثل هذه المقادير © › التي هي غير الواحد. إلى جداء قوى 
عوامل غل م فتدعی قوى مثل هذه الصیغ ا بالقواسم الابتدائية 
للمصفوفة ‏ س + ۸ 2. 

ونرهن الآن التمهيدية التالية : 
مهیدیه (۱-۸۹) 

لنرمز ب 4 و 2 مصفوفتين مربعتین ۰ × ۸ عناصرهما في حق ل27. » بحیث لا 
یتطابق الحلّد ۶ « + A4‏ ۸ مع الصفر فوق قيم ۸ و ۸ . إذا كان 


۳۹۹ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


M 4ب ع‎ + BB, 
N = yA + 8 
نز ع + 0۷ وت‎ =1 A + ۸ B بحيث إن‎ 


(aê — Rêy # 0), (89.2) 


ود عت = A‏ 
,۵7 + 8 = بر 


)89.3( 


فعندئذ تکون القواسم الابتدائية ل +٤۸‏ 014 مشتقة من تلك ا موافقة 
ل 8 م + ۸4 بوساطة التحویلات (89.3). 

لبرهان هذه التمهيدية لنفرض أن طم + ۸ قاسم میم الحدّدات المصغرة 
ذات ال رعلا بد غيم + را وأن :هو الأس لأعلى قوة نی هذا العامل الخطى 
الذى تقبل جميع هذه الحلدات القسمة علیه. فالتحویل (89.3) یضم بدلا من كل 
عنصر من مر + 3.4 مثل طس + 6( العنصر : 


(ac ل 80( + 0 ل‎ r)b;; = o(aa:; + Bb,;) 
1 برع‎ + obi) = om; عل‎ Mii, 


أي العنصر الوافق من ۲۸ + ۸ 6. وبالتالي يضع بدلاً من كل محدّد ذي ز صما من 
8 م + ۸( مذذا من ۸+۸۷ . ووفقا لذلك. إذا كانت (89.3) تستبدل 
۷ + ۸ 0 ب ام + 70 فان "( ۲ + «07) ستکون عندئذ عاملا من عوامل جمیع 
لمات ۸ مدع الي غري رسفا . وفضلا عن ذللك: فلن تشکل أية قوة 9 
1+ “زبرج + و ن) عاملا مشر ترکا لجميع محدّدات ۲۸ + ۸۸ ذات ال زر صفاء ذلك لأنه 
إذا طبْقنا التحويل المعاكس ل (89.3) » فسنستنتج أن ' * "(ط ير + 4 ۸) عامل مشتر 
میم المحدّدات الصغرة ذات ال ضما من 8 م + قيقع ما خالف الفرضر . وهو 
ااب 

ولدینا یضا النتیجة ۰ 


تکافز أزواج الصیغ ۳۹۷ 


نتيجة (۲۰-۸۹) 
لتکن 4 .8 » © و 0 أربع مصفوفات ۸ × ۸ عناصرها في حقل ۰ بحيث 
تکون ا حزمتان 8 عر + 4 ذو 2 عر + © ۸ غير شاذتین . لتکن 8 ,۲ ,8 ,» آربع عناصر من 
احق لت بحیث إن 0 ± 8۲ - 8 » ولنعرف 
N =¥C+8D.‏ ,۰۵0۲۵۵ ,۵8 +۸۷۷۸ ,۵68 +۰۸ ۸ 
اذا كان 8 سر + ۸ ۸= TN‏ + 34 ه بحيث إن 2 مر + © 2 ع ۲/۷ + OM‏ 
أيضا فعندئذ تكون القواسم الابتدائية ل + + ۸ ۰ مساوية لتلك الموافقة 
ل ,۲۸۷ + ,84 ادا وفقط إذاء كانت القواسم الابتدائية ل 8 سر + ۸ 
مساوية لتلك الموافقة ل 2 ير +6 ۸ 


لنعد الآن إلى الجزء الأول من هذه الفقرة ولنفرض أن 4 شاذة ولكن الحزمة 
8 + 4 ۸ غيرة شاذة أى لنفرض أن 0 = |4| » ولكن توجد قيمة ل ۸ » ولنقل # < ۰2 
بحيث إن 0 ٭ |8 + ۸4 . لنکتب 
2 + © غم - ۸ 8 + ۸ 11 
0( < ۸۷ ,م N=‏ 
فمن الواضح أن الزوج 8 ,4 سيكون مکافئا للزوج © > 2 إذاء وفقط ادا كان الزوج 
۸۷ مکافتا للزوج ,۸,۰۸۷ . ويصحّ هذا الشرط الاخبر إذاء وفقط إذا كانت ,۸ غبر 
شاذة وكان للمصفوفتين ۸ + ۰0۸ N,‏ + ,34 0 القواسم الابتدائية نفسها. وبما أن 
مم + هر 9 ن + ىم (1 + ع ه) ع ۸۷ + ۸۷ 06 
0م + ©2 - و + © (1 +04 ) ع +N,‏ 9۸ 


o‏ 5]-[5؟) 
آن ل +N‏ ۸ 6 و +N,‏ ۰ » القواسم الابتدائية نفسهاإذاء وفقط ادا كان 
ل 8 م + 2۸و 2 مر + 0 < القواسم الابتدائیه نفسها . 
وهكذا نكون قد برهنا النظرية : 
نظرية ۸٩(‏ ۰ ۳) 
لتکن ۸ ۰ 8 » © و 2 آربم مصفوفات مربعة « × ”في حق له بحیث 


ونجد من النتيجة حيث 


۳۹۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


لا یتطابق أي من المحلدين |8 بر + ۸ ۸ و ا2ء + © | مع الصفر. فالزوج 
۶ ,4 یکافء الزوج «/ © لذا وباس سر ۸ 2 
و ۸۸ + € 2 القواسم الابتدائية نفسها. 

وسنشير إلى الحالة التى لا یکون فیها الحددان |8 سر + ۸و ام + © 2 
مطابقين للصفر على أنها الحالة غير الشاذة. ویمکننا عندئذ اعادة صياغة نتائج الفقرة 
۸ کا يل : 


نظرية ۸٩(‏ -4) 
لیکن ار > ۸ نذا مع WS TPO‏ عم ۵ و ۳۲ = ey, uj‏ 
۲ - (« ,«ز) 4 زوجين من الصيغ ثنائية الخطية» الزوج الأول في جموعتي 
التغرات اتید بل sll] € Epa‏ ريلة و ) والزوج الثاني في جموعتي التغیرات 
ال پیز > ر۷ .... ورلا ,رلا) » وعناصر هذه الصیغ جميغا في حقل ې . في الحالة 
غير الشادة» یکون الشرط اللازم والكافي لوجود حویلات غر شاذة لام =¥ » 0-۵۷ 
عناصرها في #. » بحيث يتحول» وبصورة انیة /ه a)‏ إلى (دا e),‏ و ۷ 6 ال 

u)‏ ,0 0 فو انه يكون للمصفوفتين 8 م + 4 و 2 عر + © ۸ القواسم الابتدائية 
تفسقاء ی إذا فضلنا العوامل اللامتغيرة نفسها . 


ت العبارات القانوئية من أجل زوج 
من الصيغ ثنائية ة الخطية فى الحالة غير الشاذة 
لنعتير الصيغتين ثنائ بتي اخطية ۰۸۲ 1۳0 مصفوفتاهما 4 و 8 هما بحيث إن 

المحدّد |8 سم + ۸4| لا يطابق الصفر. ووفقا للفقرة 4 يمكن أن نفترض آساسا للحزمة 
نختاره بحيث تكون 4 غير شاذة. ويكانىيء الزوج 8 وا E‏ السزوج 
7[ ۱ ٦ر‏ - 04-١‏ كي یکن للمصفوقتين 9+ رما 
نفسها. ویمکننا الآن أن نطبق على 2 تحویلا مشاًا ۱ ۶ حیث نختار 7 بحیث 
تكون ۰۲۵7 إما صيغة جوردان معاي عرضت في (67.2) 
و(2)67.3 أو الصيغة القانونية القياسيّة 8 » كما عر ضت في (69.2) و (69.5) للمصفوفة 
. 


وهکذا نجد النظرية : 
نظرية (۱-۹۰) 

لیکن 2۳۸ = ۷ بم a‏ و BU‏ = ۷ زوجا من الصيغ ثنائية 
اطي فق جنس متسین مق اش التشيرات ری sa‏ کارت 
مصفوفتاهما 4 و 8 » على الترئيب : إذا كانت 4 غير شادة فیوجد محویلان غر شاذين 
۲ =¥ » 0۷ = ل بحيث تتحول (» )ال صيغة ثنائية اطع ا يها 
تتحول (» ,)۸ إلى صيغة مصفوفتها هي ما الصيغة القانونية القياسية أو صيغة جوردان 
القاننية [_ ۱- مرو . ۱ 

إذا كانت 4 غير شاذة» فیمکن اختیار 8 دائما بحیث إن 2 = ' 8۸ 
حيث 2 أى مصفوفة مربعة ۸ × # . وفی الحقيقة علينا فقط أن نأخذ 74 = 8 
والآن وباعتبار أن للمصفوفة 8 + 24 القواسم الابتدائية نفسها والعوامل اللامتغيرة 
نفسها الخاصة بالمصفوفة 2 +27 -1- 84 +11 فلدینا النتيجتان التاليتان : 


نتيجة (۲-۹۰) 

توجد صیغتان ثشائیتا اخطية ۳۸۵7 - ؤب ,) »و 2۳90 - BE‏ 
في جصوعتين من من المتضيرات ...ی( بوه ) » فيها 4 غير 
شاذة» بحيث إن لصوفة ا حزمة 2 + واب قواسم ابتدائية محددة سالفا وجموع 
درجاتها يساوي 7 . 


نتيجة (۳-۹۰) 

لتکن () » .... ,() ۵ ,() ,ء كثيرات حدود واحدية معاملاتها في حقل 1 
بحیث تقبمل ةم ۾ القسمة على ع (7 - 9 .... ,2 ,7 = #) وحیث یکولن جموع 
درجاتها ۸ . فتوجد صيغتان ثنائيتا ا خطية معاملاتهیا ف » وفیها 4 غير شاذة » بحیث 
یکون لصفوفة ا حزمة 8 + 2۸4 العوامل اللامتغيرة (4) ,€ ,...,(2) ,© ,2 ,... ,7 ,ق. 


۱- مصفوفات متناظرة ومائلة التناظر 


۳۰۰ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


تمهيدية (۱-۹۱) 

لتکن 4و ) مصفوفتین مربعتین × 7 كلاهما متناظرق أ و کلاها مائلة التناظ 
عناص‌هما فى حقل الأعداد ا مركبة 2 . إذا وجدت مصفوفتان غبر‌شاذتین ‏ و 0 بحیث 
إن 4 - ۳۵ ۰ فعندئذ توجد مصفوفة غير شاذة ۸ » تعتمد على 2 و 9 ولکن لیس 
على ۸ أو © » بحیث ان ۸ = ۲0 . 

بها أن ۸ و بالفرض متناظرتان كلاهماء أو کلاهما مائلة التناظر فیمکننا كتابة 

E= FE].‏ ات U‏ اد "قر 
ومن العلاقة 
PCQ =A, (91.1)‏ 
نجد بعد أخذ مدور الطرفين : 
200 ع د O'C'P' =e )( ۳۳ = A' = eA‏ 

#۹ يم = 6۳ 0۰ 

ومن هذه العلاقة الأخيرة. لدینا بعد خطوات واضحة : 

CPO =O TY PC 


آو 

UC, (91.2)‏ = 00 
حيث وصعنا 

(OP. (91.3)‏ دن 


ومن (91.2) لدینا 
OC‏ = 7م كح فارخ 
وباستقراء سهل نجد أن 
UC )91.4(‏ ورج 
من أجل أى من سح موجب 7 . وإذاعرفنا زر ع 3 تصح هذه العلاقة الأخيرة 
من أجل 0 = أيضا . . ونستنتح عندئذ أنه إذا كانت (): وأي كثيرة حدود سلمية فلدينا 
(91.5) © (نا) ع = ('لا) © 
ومن (91.3) نجد أن ا غير شاذة . وبالتالي واستنادا إلى النظرية (۱-۸۰) نستطيع إيجاد 


تكافؤ ازواح لد بغ ۱ و 


مصفوفة × يمكن التعبير عنها ككثيرة حدود (0) في لا » وبحيث يكون 


إل 2 
وحيث 
g(U),X = g(U') )91.6(‏ < 2 
باعتبار أن (۸) ۾ سلّمية: 
ولدينا الآن من (91.5) XC.‏ = 6۲ 


لنعرف الآن ۳0 = 8 . فیکون عندئذ 
R'CR = Q'XCX'Q = 01۳69 = 0‏ 
ولکن من (91.3) لدینا 1۱۶ ('0) = 1 . بحیث إن 
R'CR = ۱0 = PCQ = A.‏ 

وهو المطلوب . 

وينبغى » بصورة خحاصةء ملاحظة أن المصفوفة ۸ في التمهيد تعتمد على × 
و 9 فقط. وباعتبار أن × تعتمد عل 1۶ 07 د0ا فقطء فإن ‏ تعتمد عل ۶ 
و © فقط . وفضلا عن ذلك. فإنه بالرغم من أن عناصر 4 و١‏ » وبالتالي م 
و2 » یمکن أن تکون حقيقية» فليس ضروریا أن تکون عناصر ۸ حقيقية . 

وهكذا نجد مباشرة النتيجة التالية : 
نتيجه )۲-٩۱(‏ 

ليكن © ,4 و ,8 زوجين من الصفوفات ا مربعة :« × « عناصرهما في ا حقل 
ا مركب» ولنفرض أن عضوي كل زوج اما أن يكونا متناظرين معا أو مائق التناظر معا . 
إذا كانت توجد مصفوفتان غير شاذتین 7 و 9 بحيث إن 4 = وعم < 8 - ووم ۱ 
فتوجد مصفوفة غير شاذة ۸ بحيث إن 4 = 00 و7 = 1۳ . 

وتنبغی أيضا ملاحظة أن التمهيدية لا تنطبق على المصفوفتين الهرميشيتين 4 
و » نحت التحويلات العطفية (علاناةدازمه©) ۸ = ۳0 . ذلك لأنه إذا كانت 4 و© 
هرميشيتين وفرضنا وجود مصفوفتين غير شادتین ۶ و © بحيث إن 4 = 700 . 
فنجد عندئذ ویعملیات واضحة أن 4-20 = 90۳ 1۳ (0) احي مصعم 
6 = ۳ حیث ۱۴-(0) لا » وأخیا) (0)ع = (*0]).© . والان لنختر كثيرة 
دود السلمية 03 بحیث قد (۷) ۾ = × العلاقة لا = × . فنستنتج عندئذ أن 


Eh‏ مدخل إلى نظرية الحدّدات والصفوفات 


بحيث یکون 20 = ٤×‏ فقط إذا كان ل (2) ع معاملات حقيقية . وب 

وی نویه الحق في توقع أن یکون ل (۸) ع معاملات حقيقية حتی ولو كان ) 

فمن الواضح م آن الناقشة تفشل عند هذه النمقطه . 

وسنرهن الان 
نظرية (۳۰۹۱) 

لیکن © ,4 و 2 ,8 زوجين من الصفوفات ا مربعة عناصرها في ا حقل الرکب؛ 
ولنفرض أن عضوي كل زوج اما أن يكونا متناظرين معا أو مائلي التناظر معا . إذا كانت 
4 و © غير شادنین» فالشرط اللازم والكافي لوجود مصفوفة غير شاذة ۸ فوق ا حقل 
اف رکب يسيك إن 9 019و 4 - 808 ۰ هو أن یک ون تمه وفض ون 
۸ + © ةو 8 + ۸ 2 العوامل اللامتغرة نفسهاء أو إذا فضلناء القواسم الابتدائية 


لنفرض أولاً أن مثل هذه المصفوفة 8 موجودة» فنستنتج عندئذ من 
4 = ۲08 و 8 - ۲ أن 8 + 4 - ه زم + 06 8 وذلك من أجل 
جميع قيم اق اسای وبالتالي ووفقا للنظرية (۵۸ »)١-‏ يكون للمصفوفتين 
8 + ۸4و 2 +6 العوامل اللامتغيرة نفسها والقواسم الابتدائية نفسها. 

وعلى العكس . لتكن 4 و © مصفوفتين غير شاذتين» ولنفرض أن للمصفوفتين 
8 + ۸( و2 + © ۸ القواسم الابتدائية نفسهاء وبالتالي العوامل اللامتغيرة نفسها. 
بو ٠‏ ووو ل ايان مإسيو واوا ووو وروي ۳ 
ا لحقل اک بحيث إن 8 + 4 ۸= 0 (م c+‏ )م وبالتالي لدينا ۸ = 00م 
و 2۵0-8 . اي أنه توجد. وفقا لل 3ف 8 مضصفوفة غر شاذة 1 بحیث ان 

R'CR= A ۲۲و‎ 8 


وهو الطلوب . 
۲ - شرط تلاؤم مصفوفتين 


نقول عن مصفوفتين ۸ و 8 مربعتین × # . وعناصرهما فى حقل2. . نبا 
متلائمتان إذا كانت توجد مصفوفة غير شاذة ۸ » عناصرها في 7. أو في امتداد 


تكافؤ آزواح الصیغ ای 


ل > بحیث إن 8 RAF‏ . 

ونبرهن الان النظرية : 
نظرية )۱-٩۲(‏ 

لتكن 4 و 2 مصفوفتين غير شاذتین عناصرهما في ا حقل ا مركب . فالشرط اللازم 
والکاق لتكون 4 و 2 متلائمتين هو أن يكون للمصفوفتين '4 + 4 و '8 + 8 2 
العوامل اللامتغيرة نفسهاء أو إذا فضلناء القواسم الابتدائية نفسها . 

لنفرض ولا أن ۸ و 8 متلائمتان . فتوجد عندئذ مصفوفة غير شاذة ۸ فوق الحقل 
الرکت بحيث إن 8 = R'AR‏ . ومنه نجد مباشرة أن R'A'R = B'‏ « وبالتال 

.۰ + ۸ < 6 ("4م + هر () R'‏ 

ونستنتج من النظرية (۵۸ - ۱) مباشرة أن للمصفوفتین ۸ + 4 ۸و '8 + 2 العوامل 
اللامتغيرة نفسها والقواسم الابتدائية نفسها . 

وعلى العکس. إذا فرضنا أن ل ۸ + 2۸و '8 + ۸8 القواسم الابتدائية نفسها 
وبالتالي العوامل اللامتغيرة نفسها. باعتبار أن كلى الصفوفتین غير شاذة فعندئذ 
توجد مصفوفتان غير شاذتين ‏ و 0 . فوق احقل الرکب. بحیث یکون 
٩‏ + 8 2۸ ۵ إلى + 0۸ ۳ ومنه 


۳۸0-2, ۳۸۵-۰ 

ومنه بجد 

P(A+A)QO=B+B', ۳۸-۸ 0 8 -‏ 
وبا أن الصفوفتین ۸٩‏ + 4 و 8 + 8 متناظرتان» بینا ۸۰-۸ و 8 - 8 مائلتا التناظ 
فنستنتج من النتيجة ٩۱(‏ -۲) وجود مصفوفة غير شاذة ۸ فوق الحقل الرکب بحیث إن 

R'(A-A)R=B—B'‏ ,8 +( دم م 
وبإضافة هاتین العادلتین طرفا إلى طرف. نجد 

R'AR د‎ 8 


وهو المطلوب . 


مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


۴ تكافؤ أزواج الصيغ التربيعية 

لتکن ۰۸ 8 » © و2 أربع مصفوفات مربعة ۸ × # متناظرة فوق الحقل 
اکب ا أن 4و6 غير شااتین" وی أذ سس يسيع سا 
و ألا .... ,رز ,درا = ۲ مصموفتان 1 × 7 أو متجهان عمودان ب 7 د ولنعتر 
الزوجین من الصیغ التربيعية : ۱ 
(93.1) .۰ ۰ ۳8 <(0 ۵ ,لله - a)‏ 
ey) = ۲۵۷, dO) 2 ۷۰ )93.2(‏ 
ونتساءل تحت أية شر وط توجد تحویلات غير شاذة ۸۲ = × فوق احقل رکب بجت 
يتحول (») » إلى («) » وفي الوقت نفسه يتحول (») ط إلى (0 4 . ووفقا للنظرية 
(38.1) یلزم ویکفی أن توجد مصفوفة ۸ غير شاذة بحیث إن 

1۸ 6, 8 2 

ووفقا للنظرية ٩۱(‏ - ۳) توجد مثل هذه الصفوفة إذاء وفقط إذاء كان للمصفوفتین 
8 + ۸و 0 + ٤‏ ۸ القواسم الابتدائية نفسها . 


لنفرض بعد ذلك أن 4 و ٤‏ شاذتان ولکن الحزمتين 8 + ۸ 2و + © : 
غير شاذتین. وهو ما يسمى الحالة غير الشاذة. ونکتب عندئذ اخزمتین بشکل 
متجانس 8س + ۸4و 2م + © (۸. ونستنتج عندئذ من النظرية ۸٩(‏ - 4) 
و ٩۱(‏ *) أن ۸ موجودهة إذاء وفقط إذاء كان للمصفوفتين 8 سم + ۸ 
و 2 ۸+ © م القواسم الابتدائية نفسها. وهكذا نجد النظرية : 


نظرية ٩۳(‏ -۱) 
لیکن ۸.4 م 2۸ و ۲۳ POF‏ روجن من | لصية التر سیعبه 
في ”من التغبرات معاملاعها في حقل الأعداد ا مركبة . ففي ا حالة غير الشاذة یتکاف 
الزوجان من الصیغ التربييعبة نحت حویلات غير شادة إداع وفقط ادا كان 

للمصفوفتين 8 عر + 4 .1و ۸ + © 2 القواسم الا بتدائية نفسها . 


كاف اباب ات ز ۴ 
7 فان تا 


٤‏ - عبارة ة فأنونية نونية لزوج من الصيغ التربيعية في الحالة غير الشاذة 
لوا و ایی سر ص أن ۸ غير 
فمن السهل أن ن نری بالتجر بة أن ن للمصفوفة - ۸ المربعة ۸ × ۸ : 


0 ۰۰۰ Û0 پم‎ + ۸ 


T8 1 3‏ < 2 0 ظ 
 ) < 1(( (a + ((, 7 = 1[‏ أع م uuuuresanssananacnaogennanmnn‏ 
0 9 1 0 


O0 0‏ ۰۰۰ 0 1 ۸ بم 


)94.1( 








:: 0 1 0 ) ۵ 0 a 
1 0 0 0Û a [1 2 
4= onceno, B= | فافع و موم و وم مه‎ , n < 1( 
0 0 a 1 0 
0 a“ 1 0 0 
۲ 
= 1y, ع ير‎ )»(. (n=l), )94.3( 


ومن الوا ف اسای کا اوا تیه دامع 

صيغتين تر بيعيتين » وللمصفوفة ‏ + ۸ ۸ القاسم الابتدائی الوصوف آعلاه "(ه +6۵ 
من السهل أن نری الآن آننا نستطیع کتابة مصفوفتین مربعتین « × ۸ متناظرتین 

مرج وخ یک رپ نیا باوث زب + جرا رام ابتدائية 

(+ (به‎ ۲ (A + a) 2, + ليه‎ ' , ..., (Dv; = 0) (94.4) 

جموع قواها يساوي « . والمقادير » هنا ليست بالضرورة متميزة. وفي الحقيقة كل ما 

نضطر للقیام به هو أن نأخذ ۸ و 8 كمجموعين مباشرين ل /من المصفوفات 

A=A +A + ... +A, )94.5( 

(94.6) بر + ... + رو + هر 8 


+ ۳ مدخل ال نظر یه الحندات والصفوفات 


حيث ۸ مصفوفة مربعة ,۷ × ,«مشل 4 فى (94.2) أو (94.3) وذلك 
وفقا لما إذا كان 1 < »أو 1 -.بد. بنا ,8 هی مصفوفة مربّعة ,۷ × ,ا مشل 8 في 
(94.2) أو في (94.3) مع وضع ,» بدلاً من » . ومن الواضح أن 


At زه دوين دق‎ KA +B Foe + 04+ 8( (94.7) 


وبا أن هذه المصفوفة تتألف بوضوح من قوالب قطرية منفصل بعضها عن بعض 
فنستنتج من النظرية (85 - 4) أن قواسمها الابتدائية هي بدقة تلك الوافقة 
لقوالبها ,8 + ,4 ۸نفسهاء أي العبارات فى (94.4). 

وهکذا نکون قد برهنا النظرية, التالية : 
نظرية )١  44(‏ 

فى حقل الأعداد ال رکبءة توجد صیغتان تربیعیتان ۳۸ - ê‏ 
+8 = () ط ۰ في «من التغبرات» ۸ غير شاذة» بحیث یکون لصفوفة ا حزمة 
+B‏ 4 زره قواسم ابتدائية موصوفة جموع درجاتها بر . 


6 تفسیر هندسي 

يرهن في الهندسة التحليلية الستوية أنه إذا كانت × ,ر تمثلان الاحدائیات 
الكارتيزية لنقطة في مستوى» وكانت المعاملات »,... ,5 ,۾ آعدادا حقيقية ء فان الخط 
البیانی للمعادلة 
(95.1) مجع + ax? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy‏ 
هو مقطم حر وطی ۰ یمکن أن یضمحل (16826067200) في حالات خاصه إلى زوج من 
الخطوط . وسنوافق على تسمية الخط البياني ل (95.1) مقطعًا محروطیا بالرغم من أنه قد 
لا یکون هناك أية نقطة حقيقية عليه . وعلى سبیل الثال» سندعو الخط البیانی ل 
(95.2) 0 < 1 + ر + م2 
داثرة مخیلیه . 

وفي العدید من الحالات یکون من الناسب أن نجعل العادلة (95.1) متجانسة 
بوضع و , على الترتيب» بدلا من × و ر » ثم ضرب الطرفین في 2 . وستدعی 


تافو 3 ۳3 الصيغ ۷ 5 ۳ 


عندئذ الثلاثية (2 ,ر ,*) الا حدائیات الكارتيزية المتجانسة لنقطه ۴ . وإذا كان 0 + 2 » 
فإن م هي النقطة التي إحداثياتها الكارتيزية ( +). آما إذا كان 0 = 2 فان م 
هي نقطة فى اللانهاية في الانجاه (بر ,»*) . وتصبح المعادلة (95.2) بعد كتابتها في صیغه 
متحانسه : 
0 = 22 + ر + “× 

وبصورة مشامبة. فال المعادلة ×4 = “بر وهي معادلة فطع مكاثيء تصبح ف صيغة التجانس : 
)95.3( 42 = ر 

سود ا ا 0 الوصوفة آنفا» اكا ما نجد 
من الملائم أن یأخذ عدو 2 أو رو 2 کل منبيا مکان الاخر. واذا قسمنا عندئذ طرق 
العادلة الناتجة على 2 ووضعنا × بدلا من س و« بدلا من س . فیمکن أن 
قل العادلة الناجة خر وطا ختلفا عن ذلك الذي تمثله العادله الأصلية. وهكذا فان 
المعادلة النانجة عن (3 .95( نتيجة لا جراء تبادل بين و 2 ثم استعادة الشکل غير 
التجانس هي 1 = 4 وتثْل هذه المعادلة الأخيرة قطعًا زائدًا بینا تمثل المعادلة الأصلية 
قطعًا مكافًا . ونقول: إننا حصلنا على النحنی الثاني من المنحني الأول نتيجة إسقاط 
خط مخحتلف على اللانبهاية . 


وردلا من استخدام المتغيرات × » وو ما وسور ساون 0۳۳ 
الا سقاطیه التجانسه (.1 ررد ,۲) مش غل أن آیا من المقادير × الثلائة يمكن أن يلعب 


در ل . 


5 - تصنيف أزواج الصيغ التربيعيّة في ثلائة متغيرات 
درمز ب اروا“ ۸و ر = 8 مفوفتین م ربعن 363 3 معناظرنین ینار 
في حقل الأعداد المركبة» ولنرمز ب [,© x.‏ . ] = × لمصفوفة 1 × 3 أو متسه وة 
مركباته عد برد ,,:*) هی الاحدائیات الإسقاطية المتجانسة لنقطة في الستوی. 
ومنل العادلتان 0 = ۳۸ = () ¿a‏ 0 = ۷ = () ۸ عندند خروطین في 
الق کل منبما حقيقي أو مرکب . واذا iE‏ علدا فان العادلة 


۳۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


(x) > 0‏ م + (x)‏ مالل r‏ من الخاریط مصفوفتها 8 + ۸ . وسنفترض أن 
مصفوفة احرمة غير شاذة أ ی ی أن الحزمة حوی مخاريط غير شاذة. وبدون ن أى انتقاص 
من شمواية المسألة ة ينكننا آن نفترض أن 4 مصفوفه غير شادة . 


ووفسفا ا 1 ۱۰ کا واا اختيان ۸و8 بت بجو للمصفوفة 


باب 4 أية ۶ انتد ائبه . . جموع درحاتمها يساوي 3 7 ۷ الحزم من الخار بط 
)1( 3 سيجر [(1) ,(1) ,(1)] ؛ القواسم الابتدائية به + ۸ ,ره + 3,.ه + ۸ 


ویمکننا في هذه الحالة أن نأخذ 1 = 4 و (ه ,ره .,») همنك = 8 » أى أن 

ييه + تیه + كيج د زه ASPET,‏ 
حیث نفترض أن جيح القادیر + متميزة. ویمکن أن نبين هنا أن الخروطین 
یتقاطعان في أربع نقاط متميزة. وهي الحالة العامة . ومن الواضح أنه لیس 
للمخروط 0 - () ه هنا آية نقطة حقيقية . وللحصول على محل هندسی حقيقي 
یمکن أن نأخذ ود - ود + × = () ۵ و يديه - وره + ده = () ۵ . والقواسم 
الابتدائية ل 8 + ۸ هنا هي القواسم نفسها المذكورة سابقا . 





وإذا وضعنا الان ×= ,× » لرح ردو 1= × » فسنحصل على مخحروطين حقيقيين 
2 
يوضحان اخالة 1 . وعل سبيل المثال. 0= 1- ”ر + ثرو 0 = 2 - 252 - 2ر50, 


)11( مط سیر قو [[0 IA‏ والقواسم الا تدا 0 + ۸ A+ a,‏ ل AF‏ 


ونأخذ هنا [ = 4و (۵ ,» diag (a,‏ = - 8 آی أن xî 3 x + x‏ = () 0و 





شکل !۱ 


جر + ده + ده = (*) ۵ . ویتقاطع هذان الخروطان في النقطتین (1,:,0) م 
و (0 ,1 - ,1) © ویت‌اسان بصورة عادية عند کل من هاتین النقطتين . 
توضيح : 0 -2 - بر + »2و 0 = 1 - تبر + × 1 
(111) میز سیجر [(111)] » والقواسم الابتدائية »© +۸ » +۸ » +۸ . نأخذ ثانية 
7 = 4 و ره ,» ,ه) diag‏ = 8 . وهنا يتطابق 0 = (×) هو 0 = () 5 . 
(1۷) میز سیجر [(1) (2)] » القواسم الابتدائية *(به + 0۸ (,» + ). وهنا یمکن أن 
ناخذ کمصفوفة للحزمة : 


A + ره‎ 0 0 
` 0 0 ۸+ ,ا‎ 
0 ۸ + وه‎ E 
1 0 0 [a 0 ۲ أي أن‎ 
A= ۱۵ 0 1|, B= |0 0 .أيه‎ 
0 1 Û 0 «a, 1 


ويتقاطع املخروطان 0 = ,25 + 24 = (×) هو 0 = ;× + ترعدريه2 + a x‏ = () 6 
في ثلاث نقاط يتسان في إحداها . 


2 





۳۱۰ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


توصیح : لاب و 1 > = ود م 7 2 لا 2= هو 3 ح د ره 6 
فنجد 0 = (2 - رو 0 = ر + بر6 - 2×2. 

(۷) ميد سیجر [(1 2)] ۰ القواسم الابتدائية *(ه + ۸) و (ه + ۸) نحصل على هذه 
الحالة من 1۷ بوضع يه = ,» . والخروطان 0 = ر×2 + تير = (م) ۾ 
و0 = × + ( ر×2 + ]) » = (») ۸ یلتقیان في نقطة واحدة (0 ,1 ,0) وها آربع نقاط 
ماس هنال . 





کل ۲ 


توصيح : لنأخذ ×= رد 1= ر لر = يدو 2 -». فنحصل على 


0= 28 + *: = (×) »و 0 = برك + ر + 22 = (مر) م : 
(۷۱) هیر سيجر [(3)] ۰ القاسم الابتدائي ”(ه + ) ويمكن أن نأخذ كمصفوفة للحزمة 
8 + ۸ ۸ 





5 





ومعادلتا الخروطن هما 0 = a (x) = x + 2 x,‏ و0 - ,2 + AR)‏ ذاه = (*) 6 . 
ویتقاطم الخروطان في نقطتین (1,0,0) ۴ و (0,0,1) ۵ . وضما ثلاث نقاط تماس 
ق ۲ . 


توصيح : لنضع 1= ٠×,‏ × =۸ ر = ل و 1 + a=‏ فنجد 0 = ر2 + ”× = (×) ۾ 
و 0 = 2۲ + 2y‏ + × = (2) ظط , 








ماریسن 
فى کل من التبارین من ۱ إلى 4 حدّد ما إذا كانت الصفوفتان ۸ و 8 متلائمت. 
ام لا 
0 1- ب 9 
۲ ) ;ا سم 4-۰ 
10 3 30 16 
1 0 أ9 8- 11 


22 -15 8 1 -1 0 


١‏ مدخل إلى نظرية المحددات والمصفوفات 





1 5 2 | [ 
4 11 9 ۱0 


صف كلا من آزواج المخاريط التالية 0 = («) » و 0 = («) طا وفقًا لصفوفة الحزمة 
+ 2۸ وحدد العلاقة امندسية ين الخر وطین . 


4y; ) ۵‏ — 1 ل زر = 2y, b2)‏ -- ند = (د)ه 
٤٦‏ ;ل + 2 + و = هن a(z) = x” + 2y,‏ 
۷( ;2 "ر ل "2 = b)(‏ ,1 ع و ل "ج = a)z)‏ 
CA‏ :2270 - 20 1 20 - وه < را a(z) = z* — 2y" + 2y,‏ 
٩‏ ) > (ک جی) + هه - و ,1 - و + یگ = e‏ 
ويد 4 - و4 + ثه = هط . ,7 - 6 + ”ر + ثه = a)‏ 
98 8ح my‏ ريلك انو بعد وا ,4 - 4y‏ - ثيه = مه 
1 یوت يوق ف y, is iy‏ ¬ 2 = (ند)ه 
C۳‏ 5 - 4 + ثح = (يداة 1 - 2 - و = a)‏ 
(1٤‏ نه + 2 = b9‏ ,و ¬ 2 = (ه)ه 


1°( 1 - ی - أنه = ()ا ,1 شن + ته = a)‏ 





لاست كات 
تسسا لم 


۷ - صياغة المسألة 

لتكن (.ه) = ۸ مصفوفة مربعة # × عناصرها في حقل عددي2. . إذا كانت 
)م = × مصفوفة مربعة ثانية « × ” » فليس صحیحا بصورة عامة أن 
)1 بن XA‏ - ۸ 
وإذا صت العلاقة (97.1) قلنا: إن 4 و × تبادلیتان أو إنهما تقبلان المبادلة . وسنفترض 
أن ۸ مصفوفة معر وفة 2 واا هي اجاد جميع المصفوفات × الى تحقق 1 وما 
یقول ماك دونی (ءء٤؟‏ ا ۷8۵6) فالمسألة ليست تافهة . 

فيمكن أن نحاول حل المسألة كا يلى. لنعتبر (,») عناصر ‏ كمجاهيل . 
فعندئذ إذا ساوینا عنصري الموضع (ز.) في طرق (97.1) نجد 

dl, 


] 8 =] 7: 

وهذا يقودنا إلى من المعادلات الخطية ایال اسن یانب وبا أن حل 
جموعة معادلات كهذه یتضمن عمليات قياسية فقط» فإنه یمکن في هذه الحالة إيجاد 
حلول × عناصرها فى الحقل”7. نفسه . ولكن الطريقة لا تسحب نفسها بصورة مباشرة 

إلى حل عام للمسألة . ولذلك فاننا سنواجه المسألة بطريقة محتلفة . 
قبل كل شيء» نلاحظ آن مجموعة كل الصفوفات ± » اي ۶ نقع عناصرها في 
الحقل2. » اي خی وکال ااه یوت ای ۱ اڭ لا 
الواضح ٠‏ أن لصفوفات فی الك و 30:35 وفضلا عن ذلك» ادا كانت 2 


۳۳ 


55 مدخل إلى نظرية المحددات وا لصفوفات 


و ۷ مصفوفتین تحققان (97.1) وکان ۸ و م عددین سلمیین. > فمن الواضح بلكل آأن 
EF‏ + «عقق OTD‏ ویمکن عرض هذه النتيجة على شکل نظرية . 


نظرية (۱-۹۷) 
لتکن ۸ مصفوفة مربعة ۸ × ۸ عناص ها ره تنتمي إلى حقل7. . فمجموعة کل 
یرتاب الي الج جا ی والتي مقن العلافة ۸2۸ - 4۲ تشکل فضاء 


متجهات عل فویع . 
وذرهن بعد ذلك النظر ية 
نظرية (۲-۹۷) 


إذا كانت 8 = ۲۸۳ ۴و ۲ = ۰۱2۳ فعندئذ یکون ۸× = ×4 ذا وفقط 
إذا كان ¥8 = BY‏ 
ذلك لأن ,۷ = BY = PAP. P7 1XP‏ 
و PIAP= PXAF,‏ , ويرام = ۲ 
ومنه ۴ (2۸ - ×۸) !م = ۲8 - 8۲ . وبا أن ۴ غير شاذة فان 0 = ۸× - ۸ إذاء 
وفقط اذا كان 0= ¥8 - ۲و . 


و کنیل دراسه المعادلة )1 .97( 5 ىننا هله النظرية الأخيرة من من ويخ أى مصموفه 
شاب ل ۸ بدلا من الصفوفة ۸ . وسنجد من اللائم أن نضع بدلا من ۸ صيغة 
جوردان القانونية الوافقة ‏ ۸ . وبعبارة أخرى. سنأخذ ۸ في صيغة جوردان القانونية 
الخاضة مها . 


۸ - استخدام صيغة جوردان القانوئية 
لتکن الدالة الب د ۸ : 
(Z n, = n),‏ ,“ليه - 0 ... ““(يه - 0۵ f0) = (= a)‏ 
بحیث یکون ل ۸ جذور مميزة متميز بعضها عن بعض هي ,» .... .یه ,,» مکررة 


المصفوفات التبادلية قا 


,۸ .... و78 على الترتيب . فعندئذ تكون صيغة جوردان القانونية الموافقة ل 4 هی : 
0 0 رك 

)98.1( ,| 0 ول 0| = رل 4 ... + ول + رل A=‏ 
ل 0 0 


)98.2( 


3 5 5 FE 5 ها‎ E لا‎ dd هذا هه‎ i U bb E لقنا ضهنا اهن‎ 





والدالّة المیزة ل ,لهي " (» - 0۸ بیتا تحذد القواسم م الابتدائية 1 / ۶-2 
وتتحلد: بعدد وتوزع المقادير 1 في القطر العلوي الأول. 
وبا آننا نرید ل × أن تقبل التبادل مع . فلا بد لما آن تقبل التبادل 
مع کل كشيرة حدود سلَّمية في ۸ ۰ وبالتالي مع الصفوفات الرئيسة متساوية القوی 
كا بت بك الموافقة A‏ . والان معتبرین 4 في صيغتها القانونية (98.1) » نستنتج 
من الفقرة ۷۷ أن :هي الصفوفة التي نحصل علیها من 4 في (! وت مس 
من 7 الصفوفة المحايدة 1 المربعة cn, Xn,‏ ونضع 0 بدلا من كل الصفوفات 7 الباقية 


الا تنج یه » صفوفها زتها عل عند سر تماما کا تتجزا 4 في (98.1) 2 


)98.3( 





اقا E‏ نا ا اا 8 اقا ا و وا وا ها HEBER‏ 





بحیث إن 26 ,1 = ,ظ × إذاء وفقط إذا كان 0= ,× - ,× . 


فوالب قطرية من الشكل 


e 0 2 )98.4(‏ ووک 0 e‏ ی 1 ات + وچ ۸ 1 ,2 ب 4 


FPF FE FEF‏ وا هخ زه 8 وا EE EE ERR‏ ا ااه 


ونری الآن مباشرة أنه لكي تقبل × في (98.3) التبادل مع ۸ في (98.4) يلزم 
ويكفي أن يكون 0 = ,× » (۰0# وأن كل × تقبل التبادل مع ,/الموافقة لها. وهكذا 
نكون قد اختصرنا المسألة إلى الحالة التى يكون فيها ل ۸ جذر مميّز وحيد ». 

لاق ی الان آن ل ۸ جلر] م وحیدا » . ولتكن القواسم الابتدائية 
ل 4 -17هی : 
a) ' ٠ (985)‏ = و... رم( ۱( = 
حیث نأخذ ,۰.۷ 2 لاعت ,۷و 2:۷ . وتکون صيغة جوردان القانونية ل ۸ هي 
عندئذ ۰ 


٠٠١0 0 )98.6(‏ ول 0 ص رل 4 ۰.۰ ب ول سل رل = A‏ 


المصقوقات اكاد ۳۱۷ 
8 ۷ 
والدالة الميزة الختزله ل ۸ هی ' (ه - <) بحیث انه ادا وضعنا ۸ < ۰1 - 4م 


تکون ۷ معدومة القوی ودلیلها ,۷. وفي الحقيقة تکون القواسم الابتدائیه ل ۸۷ 
هي “لب 115 > ویمکن کتابة ۸ على الشکل : 


سح ,۸ 4 ۰.۰ +4 ۷ +4 ۷ - ۷ 





خت اامضفوقة مربعة ۷ ۷ ھا قاسم ابتدائي وحيد ف وا أن 7 
مقدار سلمي » فمن الواضح أن × تقبل التبادل مع 4 إذاء وفقط إذاء كانت × تقبل 
التبادل مع ۸۷ ۱ ومسألتنا إذن هى أن نحدد أعمّ مصفوفة × . مربعة ” × 7 وتقبل التبادل 
مع ۸ المذكورة فى (98.7). أي لنکتب 


,2 ور Xu‏ 
)98.8( ,ا ۰۰۰ د ا < ۸ 
.9 ۳ و 





Nu 1۷ مت ور کم‎ Niu و 2/۷ ۸ ز ۱۱/۷ الك‎ ۷ ١ 
| ۸۷ وعد و و 1۷ رو و‎ Naka 9 ۸ م ۷ و ۷و ۸ ۷ج‎ ۱ 
2۷ رم کی‎ NX و,‎ NX ۸ ۱/۷ و۷ ۸2 ر‎ 3 ۷, 
أو‎ 


1.2.9 - )رل کر 
ونرهن الآن التمهيدية التالية : 
تمهيدية (۱-۹۸) 


م 


6 صيغة جوردان القانونية لصفوفة مربعة ۸ ۸71 ¢ معد ومه القوى وغبر 


۳۸ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


متردیة ‏ ولتکن ۸۷ مصفوفة مربعة × 7 من النوع نفسه . فا لمصفوفة العم ,7 3 
الى تحقق العلاقة XN‏ = هي من احد تین عجار بر مک ۵ 3 


كان م > ب أو بر < : 


: ۴ 0 و‎ 2 - 6 
0 Û 0 وق‎ < als EN | 55553 
0 0 ۵ 0 To 
Zo Fı ون‎ -1 
0 246 2-2 
0 0 قاع‎ Fo Û, (m ید‎ n). (98.10) 
0 0 0 
0 Û 0 


ومن الفهوم نضمنا آنه إذا كان « = 7 . فإننا نحذف الأعمدة ال ۸ - 7 الأو لى التي 
تحوي أصفارا في (98.9) » أو الصفوف ال - « الأخيرة التي تحوي أصفارًا في (98.10). 


لرهان هذه التمهيدية. لتکن (,×) = × ۱ لصفوفة ۰ × 7 التى نريد تحدیدها. 
فتقود العلاقة ,۸× = ۸,۲ عندئذ إلى ما یل : 


ر و و كل 12 
Ta ۰۰  Tin= |‏ ورت O‏ 

Ta: 3‏ 231 
Û 3| Ta? Tn -1‏ عه Fw‏ ا ار را ا ا ملا لا اللا الكل 
ی یت ی ات و al J E SU‏ دك Te‏ 
m2 JZ mn =1‏ سب Û 0 0 1: m1‏ 0 


ومن العمودين الأولين في المصفوفتين نجد مباشرة 
(98.11) 0ح ی وس 1 
بينم نجد من الصفین الاخیرین : 


(98.12) لع ل وص كا ل از 


المصفوفات التادلة ۳19 


وفضلا عن ذلك. وبمساواة العنصر ين ٤‏ الوضع .)من المصفوفتين نحل : 
1,3.....82-9 دعن 


(98.13) 5059 
راو 2 ۳) 
واذا اتفقنا على أن نعرف 
0 لوحا 


عي 0 


فسنری أن (98.13) تصح ایضا من اجل مک 1-1 . 

وإذا اعتيرنا الآن العناصر ,ب ,رد ,,«علی آنها العناصر التى تشکل القطر 
الرئيس» فمن الواضح أن (98.13) تبين أن جميع عناصر × الواقعة في خط مواز للقطر 
العليا من المصفوفة » وعبر العنصر ,× الواقع في الزاوية اليمنى الدنيا من المصفوفة› 
خطين موازیین للقطر الرئيس» ففى ضوء (98.11) و (98.12) » يكون كل عنصر يمع 
عل يسار آق من هذین لطن مساویا للصفر . وعل طول اخط من بينبيا الابعد ف 
اتجاه اليمين وعلى طول الخطوط الواقعة إلى اليمين والموازية لهذا الخط. تكون العناصر 
جميعها متساوية, إلا آنها في عدا ذلك تكون كيفية . وبالتالي فإن الصفوفة × هي من 
الشكل المبين فى التمهيدية» وهو المطلوب . 

ويتصح بالتجربة أن عدد العناصر الاختيارية في (98.9) هو 7 . بين) عدد 
العناصر الاختيارية في (98.10) هو 7 . وهكذا نجد النتيجة : 


نتيجة (۲-۹۸) 

إذا كانت × في (98.7) تقبل التبادل مع ۷ في (98.6) » فإن عدد الوسطاء 
الاختيارية في كل مصفوفة جزئية ,× هو « إذا كانت ,¥ مصفوفة مربعة م × « » ولكنها 
تساوي البعد الأصغر ل ,في حال كونها غير مربعة  .‏ 

ويمكننا استخدام هذه النتيجة لتحديد العدد الكلي للعناصر الاختيارية في × . 
ونفترض کا فی (98.5) أن ,۷ < ... < ,۷ < ,۰۷ وعندئذ ومن أجل كل من 
ال 1 دع هن الصفوفات ازئية بر ...مرک ووك ...2۳ 2۱ الواقعة 


مر مدخل إلى نظرية الحددات والمصفوفات 


في الصف الأخير والعمود الأخير من × » يكون البعد الأصغر هو ,۷ . وبالتالي فان 
العدد الكل للعناصر الاختيارية في هذه المصفوفات هو ,(3 -/2) . وإذا حذفنا الآن 
هذه الصفوفات الحزئية » نجد أن العدد الكل للعناصر الاختيارية في الصف الأخير 
والعمود الأخير من المصفوفات الناتجة هو , _ ,1(۷ -2۶) . وأخيراء فإن عدد العناصر 
الاختيارية في ,, هو ,۷ . وبالتالی فإن العدد لکل للعناصر الاختيارية فى 1 هو 
Ay‏ هد 2(۷ FEE‏ ی يود + ۷ 
وهکذا نکون قد برهنا النظرية : 
نظرية (۳-۹۸) 
لتک وی مربعة 7 ءا جذره) المة الوسيد هو 6 ولتکه 
' (» - 0 ,... ,2 (0 - ۸ ,0-01 حیث ٠,‏ < ... < ر۷ < ,«هي القواسم الابتدائية 
أت ۸7-4 فان عم مصفوفه ¥ تقبل التبادل مع 4 حوی 
yt ... + )2- 17‏ ريات بن 2 





من الوسطاء الا ختيارية . 
توضیح : لتکن 4 المصفوفة 7×7 : 


2 1 0 8 ۱ 0 0 0 

0 2 1 0 ۱ 0 0 0۱ 

6 ۷ 2 3 0 0 ۱ 0 

Aim ]0 O0 ۱ ۰ 

فان آعم مصفوفة × تقبل التبادل مع ۸ هی 11 012 0 0 0 

0 09 0۱۵2۱0 

| ها وله ١‏ ونه و إن ولد 2 0۰۱ 0۷۱0 0 0 0 
۱ ولا 2 7 25 0 
FÊ 2: ۱ 0‏ 0 0 

للها 1 ای a‏ 

۱ لالظ ما 0 0 
0 م_ 000 
+ و۲ 0 8 0 0 0 





الصفوفات التبادانة ۳۳ 


وب أن القواسم الابتدائية ل 4 -1 2 هي ۰-2۳ 22 )و (2 - ) 
فلدینا 4 = ۷ 2= ,۰۷ 1 - ,۷و3 =۲ . وبالتالي فان عدد العناصر الكيفية في × 
هو 15 = 5 + 6 + 4 = ,5۷ + ر3۷ + با 

وفي الحالة الخاصة التی تکون فیها ۸ غير متردية. یکون للمصفوفة المميزة 
4 - ۸7 قاسم ابتدائي وحید ۳( - .0 وول ۰1 - ۸ - ۸ نی (98.7) إن تالب 
واحد. وفي هذه الحالة تتألف أعم مصفوفة × » محققة للعلاقة 4× = ×4 » من 
الصفوف ال ۸ الأول من (98.10) فقط . 


وميه 


فيك a‏ هنك ونه mR‏ 
اديع 3 ۴ س- 2N 35 zN‏ ل ol‏ > دونه E,‏ 1 تب Toa‏ 0 بت و۴ 


Fw‏ لل ا لاا اال ۸5 5 ا ا )لوا لا الى الل لا لا ۲ ا ا لا 


بعد ذلك لماعذد ۸ کم صف وفتة غير مترديهء ذالقها الممينة 
°( -0 ...2 (ره -0 له -0 = (0 (” = م 8) > والمقادير » جميعها 
محتلفة. فعندئذ تكون ۸ من الشكل (98.1) ۰ حيث كل ,7 فى (98.2) هي الآن غير 
متردية . وأعم مصفوفة × بحيث إن 4× = ×4 تكون من الشكل (98.4) حيث تقبل 
بل التبادل مع ,3 . وإذا رمزنا الآن ب ,2و ,۰۸ على الترتیب للمصفوفتين الرئيسة 
متساوية القوی. والرئيسة معدومة القوى الموافقتين ل ۸ والمقابلتين للجذر » . فنجد 
من نتيجة الفقرة السابقة أن 

ANI.‏ چم BE, + SP NEY‏ = مر 

وعندئذ نجد وفقا ل (98.4) آن 


2 ع‎ Eo ip علد ع‎ Fw YT GO ET "اع‎ No Es ADAT TT 


=] 


وبا أن ,۶ ,۸۷ كثيرتا حدود سلمیتان في 4 فنستنتج أن × هى كثيرة حدود سلَّمية 
في ۸ . وهکذا نجد النظر ية : 


۳۳۱ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 
نظرية (۹۸ - 6) 


إذا كانت ۸ مصفوفه غير متردية » فان آعم مصفوفة 2 تقبل التبادل مع 4 هي 
كثيرة حدود سا سلمیه ی ۸ . 


848 | لصفوفات الحزئية متساو به القوی ومعدومه القوی المصاحة لصفو فة ۸ 
لنعتير المصفوفة ۸ المربعة 3 ×3 بجذر مميز وحید : 


0 1 4 
A= ۱0 4 0| ۰ )99.1(‏ 
)4 0 0 
فمن الواضح أنه اذا أخذنا 
0 1 0 0 0 1 
(99.2) باه 0 0 I= 0 1 ol, ` MH‏ 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 
A, - 0,‏ ,0۱ 0 ۱0 = ,]1 
فعندئد 1 0 0 


a HMH, Hu, د وگلا ,] ع وق + رل‎ Hd =0 
HM, = MH, = ۸, HM, = MH, = My. 
HM, = MH, = HM, = MH, =0. )99.3( 
M? =0, A = 4۳ + M, + .و4‎ 


|| 


وهكذا فإن مجموعة المصفوفات في (99.2) تحقق معظم الخواص التي تَحمّقها 
المصفوفات الرئيسة متساوية القوى ومعدومة القوى كا ذكرناها في 5/. وعلى أي حال» 
فمن السهل التحقق من آنه لا يمكن التعبير عن ,77و 7 لكثيرقي حدود 
سلمیتین في 4 . ذلك لاأنه إذا كانت (4) م = ,77 فیجب أن یکون لدینا 


1 0 0۱ و ۵و‎ O0 
0 1 0| < | 0 04 0۱۰ 
0 0 إ0‎ 0 0 ۵ 


ومن الواضح أن هذه العلاقة الأخيرة مستحيلة باعتبار أنه لا يمكن أن يكون 
1 = (4) م و 0 = (4) وق الوقت نفسه . 

وتدعى مجموعة من المصفوفات كتلك ال في (99.2) مجموعة المصفوفات الحزئية 
متساوية القوى ومعدومة القوى الموافقة ل ۸ . ومثل هذه الجموعة ليست وحيدة» ذلك 
لأنه إذا كانت 7 أي مصفوفة غير شاذة تقبل التبادل مع ۰۸ فعندئذ ۸ م4١‏ 7 . وإذا 
كينا 


PHP =H, PMP ع‎ 314: PH,P = رو و۳۱۸۲ رق‎ 


فمن السهل رؤية أن المجموعة ,17 ,ر ,,27 ,13 تحقق جميع العلاقات في (99.3) . 
وعلى سبيل المثال. لتكن 


9- مم [ 
۰ 4 ا P3‏ ییا ای الا 1 Pa ê‏ 
E 1‏ ۲ 1 2 ۸ 
فمن السهل التحقق من آن 
0 1 0 83 سد ) 
Ol,‏ 0 ۱0 <- ,۸۶ ,0 1 10خ JÎ,‏ 
0 0 0] 0 2 0 
۳۹۳۹ 9- 6 0 
- و۸ Ol,‏ 0 0 < را 
 |[‏ 2- 0 


۳ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


القوی رئیسه . وبالتای فانه یمکن التعیر عنها اككدرة ووا في ۸ . ومنه 
وباعتبار أن ۶ تقبل التبادل مع 4 فهي تقبل التبادل مع ,۰۸4 وبالتالي تحول ,۸۸ إلى 
واعم مصفوفة غير شاذة 7 تقبل التبادل مع ۸ في (99.1) هی : 


b 6‏ »6 
(0 کج P= ۱0 © ۱ (ae‏ 
م6 dd‏ 0 
وهنا 6 - ae cd — be‏ 
اه e‏ )ددم 
ومنه نجد بعد حسابات بسيطة أن ا 
cl ce‏ 06 
(99.5) با HH, = PHP = 0 ae‏ 
—ad 0‏ 0 
د 64- 0 
#اح للش ص 6ق ان ۸ 5 ع عن sp‏ از 
al ae,‏ 0 


ومنه يتضح وجود ما لا نهاية له من الجموعات الحزئية متساوية القوى ومعدومة 
القوی الوافقة ل 4 . 

وجموعتان من هذا النوع لا تقبلان التبادل بالضرورة. وعلی سبیل الثال إذا 
آخذنا ,74 كما في (99.2) و ,7 كما في )99.4( فان ,23,27 عد ,27,21 


وفي هذه الحالة حیث ۸ متردية» يمكن استخدام الصفوفات الحزئية الوافقة 
ل ۸ للحصول على حلول للمعادلة ۸ = (×) 7 » أعم من تلك التي حصلنا عليها في 
الفقرة ۷۹ مستخدمين المصفوفات الرئيسة متساوية القوى ومعدومة القوی . ولنعتبر على 
سبيل المثال. المعادلة 


المصفوفات التادلية ۳۳ 


(99.6) 








بحیث یکون ۸۷ + 41 ع 4 . ولدینا وفقا لطريقة الفقرة A‏ 


۱ ۱/2 ۱ ۱ / ۱ 
X= 4۱۶ +0 بل‎ 0 = + 2(1 2 N) = + (21 4 ۷ 


ی 
سم 
عع 


ت 
5 اس 
ی 


وعل الوجه الآ دی آنه یمکن استخدام الصفوفات في (99.4) كمجموعة 
من الصفوفات الحزئية الوافقة ل 4 في (99.6). ویمکن أن نکتب عندئذ 


2 7 نك فان ند ).1 = 477 ل ,34 + 47 A=‏ 


ظ ا 55 ۸2 
2H,‏ هد 5 !ل 1 + = 4 


ور 1 ۷ هخ" 
2H,‏ + )81 4 0 


| 


رن 9 15 ,2( + 


۳ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


وإذا استخدمنا الاشارات العلیا في الحد الأول والدنیا في الآخر وعوّضنا الصفوفات 
المعطاة في (99.4) » نجد : 


12 د ع 2 

ے 114 
0 2 ا 
2- 8 0 


ومن السهل التحقق من أن ۸ = × . ويتضح أن × ليست كثيرة حدود في 4 . 
وباستخدام مجموعات محتلفه من المصفوفات الحزئية متساوية القوى ومعدومة القوى. 
تتضح إمكانية الحصول على ما لا نهاية له من امحلول الأخرى للمعادلة الفروضة . وفی 
الحقيقة من أجل مصفوفة ۸ متردیقف یمکن تحديد کامل دراسة العادلات الجيرية 
السلیة 4 = (×) ت بدلالة مجموعة من الصفوفات الجزئية متساوية القوی والحرئية 
معدومه القوی» ولیس بدلالة الصفوفات الرئيسة متساوية القوی والرئيسة معدومة 


القوى . 


(Conjecture) الر هان على عدم صحة حدس‎ EE. 
۸ في بداية دراستنا للمصفوفات عرضنا حدسا يقول: إنه إذا كانت مصفوفتان‎ 
. و 8 قابلتين الال فيمكن التعبير عن احداهما ككثرة حدود ا 5 الأخرى‎ 
. وسرعان ما وجدنا أن مثل هذا الحدس خاطیء. وذلك كا یتبین من المثال البسیط‎ 





0 1 0 0 0 0 
A= jo 0 :أن‎ B= 0 0 0| )100.1( 
l0 0 0 0 1 0| 


ومؤخرا عرضنا حدسا يقول: إنه إذا كانت 4 و 8 تقبلان التبادل» فیجب أن 
يكون مكنا التعببر عن كل منها ككثيرة حدود سلْمية في مصفوفة ثالثة © . وهذا الحدس 
خاطيء أيضا. ذلك لأنه من السهل التحقق من أن المصفوفة الوحيدة © التى تقبل 
اش ادل مع کل من 4 و 8 في (100.1) هي من النوع رد نع ع ني 


الصفوفات التبادلية TY‏ 


0 0 1 


7 Ê 
باعتبار أن 0 = ”< » ويمكن التعبير عن أعم کثرة حدود سلمية‎ » 2 = 0 O0 Û 
0 4 Û 


في © على الشكل 9 + له © . ونستنتج من ۸ = 0ر + 7 آن 0= ۶ 
1 - رط » 0 = ره » وبالتالی 0 -4 . وبصورة مائلة نستنتج من 8 = بر + 7 أن 
0= لد 0 = 'رط و 1= 4۲ . ومن الواضح أن هذا الشرط الأخير مستحیل باعتبار 
أن 0 < 4 . 
وقد يتراءى لنا أنه يمكن التعبير عن كل مصفوفة × تقبل التبادل مع ۸ على شکل 
كثيرة حدود فى مجموعة ما من الصفوفات الجزئية الموافقة ل 4 . ولكن هذا خاطیء أيضا. 
ذلك لأن أعم مجموعة من المصفوفات الحزئية الموافقة ل ۸ هیء27 ,27 ,رل المذكورة في 
(99.5) وأعم كثيرة حدود في هذه الصفوفات هي من الشكل 
kË, + lH, + mMı,‏ = 5 





ویمکن کتابتها على الشکل 


kae 0 — (60 + mae ) — ۲ 
Kae 0 5 (ae zê 0(. 


5 0 
0 )] — (0 lae 


اع 


ومن الواضح الآن أن المصفوفة 


تقبل التبادل مع ۸ . ولكن × + ى بصرف النظر عن اختيارنا للوسطاء . ذلك لأننا نجد 
من الحدود القطرية أن 1= 1=« . وعندئذ تعطی المساواة بين العناصر في الوضم i3)‏ 
أن 1 - )0 . وهذا مستحیل . 


۳۳/۸ مدخل إلى نظرية الحددات والمصفوفات 


نظرية ۱۰۰۱ -۱) 

ادا كانت ۸ مصفوفة متردية وکانت ‏ تقبل التبادل مع 4 » فليس من المکن 
أن تعب ردان عن لا ككقيرة حدود فق آي جموعة من | موفات ا حزئية متساوية القوی 
ومعدومة القوى ا موافقة ل ۸ . 





۱ - مجموعات المصفوفات الثلثة 

لتكن ... ٤,‏ ,8 ,4 مصفوفات عناصرها في حقل الأعداد المركبة 2 . لنتذكر 
من الفقرة ۳6 آننا نقول : ج روس و دروي یرو طبض او 
أو جميع عناصرها الواقعة تحت القطر مساوية للصفر ر. ونعلم من النظرية (۱-۳4) أنه 
إذا كانت 4 أي مصفوفة مربعة فتوجد مصفوفة واحديّة ا بحيث تكون 47 */] 
مثلثة . وإذا كانت 1 بحيث تصبح في الوقت نفسه کل من ۸۸۷ و U” BU‏ مثلثت 
فسنقول عندئذ: إن ۸ و8 تمتلكان خاصة المثلث. ومن الواضح أن عناصر القطر في 
مصفوفة مثلثة هي بالذات جذورها المميّزة. لتكن 


62۱ 2 ın 8ı ورن‎ Dı. 
ون 0 = گر‎ 42 2 B= | 0 و0‎ D4 
0 0 dtn 0 Û Ê. 


مصفوفتين مثلشتين . فمن الواضح أنه إذا كان ۸ و 1 أي عددين سلُميين» فان الجذور 
الميزة ل ۱8+ ۲۸ هي بدقة ,18+ به و (... ,2 ,1 - :) . وأكثر من ذلك» فمن 
السهل التحقق من أن 8 أيضًا هی مصموفه مثلثة حذورها المميزة 

برقي © ,<< 6۱ واه , ,8 a‏ 


والآن كل كثيرة حدود سلمية (مر,.) / في متغيرين هر ,۸ هي تركيب خطى في 
جداءات قوى ۸و م . وبالتال فان الجذور المميزة ل (8 ,4) رهي بدقة 
)8 )کم( f(a, B8), f (aos,‏ . 

وهكذا نكون قد برهنا النظرية التالية : 


المصفوفات التادلبة ۳۹9 


نظرية (۱۰۱ ۱) 

إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مثلثتين جذورهما ا مميّزة هي » على الترتيب» 
ده Koma, J‏ مر » وکانت 10 مق کف رع سحت سلمیة ان اذى فز . 
فيمكن دائ أن نتخذ آزواجا من بهو ,6 بحيث تكون ا جذور ا مميّزة ل (8 ,۶)4 هي 
مه اليظايوة اال لطر 

ومن الواضح أنه يمكن تعميم هذه النظرية بصورة مباشرة لمجموعة تضم أي 
عدد من المصفوفات المثلثة . 

وبا أن الجذور المميزة ل 4 » 8 و (4,8) / لا تتغير من خلال تحويل واحدي 
1 فلدينا النتيجة : 
نتيجة (۲۰-۱۰۱) 

لتكن 4 و 2 مصفوفتين جذورهما ا مميزة هي ره .... .هو ,8 .... .,8 » على 
الترتيب» ولنرمز ب (# ,)لا كثيرة حدود في + و ۸ . إذا كان للزوج ۸ و 8 خاصة 
الثلث » فيمكن دان) اتخاذ آزواج من ا جذور » وا جذور 8 بحيث تكون ا جذور ا مميزة 
ل (8 ,م) رء هي على وجه الدقة» (,8 )۰ ,(ر8 دينه) /,( ,8 ۶)٩,‏ . 

ونبرهن الآن النظرية : 
نظرية (۱۰۱ ۰ ۳) 

ادا كانت و 2 مصفوفتین فابلتين للتبادل فيمتلك عندئد الزوج 7 ام نخاصة 
الثلث. أي أنه توجد مصفوفة واحدية ۷ بحيث تکون کل من الصفوفتین 040 
و 20 0 مصفوفة مثلثه . 

ونحتاج أولا للتمهيدية التالية : 
تمهيدية (۱۰۱ - )٤‏ 

یکون لصفوفتین 4 و 2 قابلشین للتبادل متجه لا متغبر مشترك واحد غل 
الاقل» أي أنه يوجد دائ) س عمود غير الصفر [ 2 .... ,± ,*] = ¥ بحیث إن 
2 = ۰۸2۲ ۸۵۲ - 8۲ حیث » و ۵ جذران يزان ل 4و 8 عل اليب . 


إذا كان » جد راغا ل ۸ وکانت > صفرية ۸-۰1 فیوجد فضاء متجهات 
۳ 
خطی ١‏ من التجهات × . له من الأبعاد ۲ وبحیث یکون لآ ۰ = ×۸ . لتکن 


۳۳ مدخل إلى نظرية الحذدات والصفوفات 


۲ ,... بر ,۳ بحیث تشکل ااا غذا الفضاء . من الشرط 8۸ 8 ۸ لدینا: 
ABX = BAX = 80۲ = ۲,‏ 
ومنه 
(A ۰ BX, =0, 1۱2,۰۰, (101. 1)‏ 
ويتضح من هذه العلاقة ¥ کل من التجهات ۷ ينتمي إلى فضاء التجهات 
الخطى ٣‏ . وبالتالي يوجد من الأعداد السلمية .» بحيث إن 
NSR E RR,‏ 
(101.2). (مصعوفه > ) EDS‏ عا I EE E EBRD‏ 
BX =k XA + ... FRA,‏ 
لتکن 8 جذرا ال . فعندئد پوجد متجه (> ,... رر )ا بحیث إن 
Fao FRE SBC‏ 0 عر 
EYEE E! )101.3(‏ ی دی ی 
kc +... + KE = 6 ©.‏ 
والآن لنضرب المعادلات (101.2) في ب©.... .ره ,© » على الترتيب» ثم نجمعها فنجد : 
RX, + ١ + 062, )101.4(‏ = 6۸+ ۰.۰ + ,1۱6 
وإذا وضعنا 2 + ...+ 2 ۰۷۲ فلدینا 
BY = BY,‏ 
بحیث يكون ۷ متجهًا لا متفر من متجهات 8 . وفضلا عن ذلك . فمن الواضح 
ل متجه لا متغير من متجهات 4 باعتبار أنه نه واقم في فضاء التجهات تا 
برهنت التمهیدیه . 
ونمضي الان إلى برهان النظرية الرئيسة (۱۰۱ -۳). لنست‌خدم الاستقراء 
بالنسبة لرتبة الصفوفة هع فاول ما نلاحظه عندئذ آله ا کان 1 دين فان الصفوفتین 
×| : (۵) = ۸ و (8) = 8 هما مصضوفتان مثلثتان . أو یمکن اعتبارهما وقد حولتا إلى 
الشکل الثلث بوساطة الصفوفة الواحدية (1). ونفرض الآن أن النظرية صحيحة من 
أجل مصفوفتین مربعتین (1 - ) × (1 - ») قابلتین للتبادل ,۸و ,8 ثم نبرهن أنها 
صحيحة من أجل مصفوفتین مر بعتین ۸ × ۸ قابلتن للتبادل ۸ و8 . 


لصغوفات التبادلية Rk‏ 
وبالاستناد إلى التمهيدية نجد أن للمصفوفتين القابلتین للتبادل ۸ و 8 متجها 
لا معنا ودا عل الأقل ی مه جردا مشترکا قا بینهیا. تعد الآن هذا التجه 
ال الشکل الناظمی  ٤‏ حالة الضر ورة ودلك بمقسمه كل من مركباته عل 
U‏ 2 ۷ 1 وستحدم المتحه الناتج كأول عمود مین مصفغوفه واحدبة ۳ 1 ویمکن 
ملء الأعمدة الباقية بعدة طرق إذا كان 2 < ١‏ . والعمود الأول من المصفوفة ۸۷ هو 
التجه العمود ۳ ال و 0 ۳ [a‏ ۾ وميك وبالاستناد ا خواص معروفة ج 
للمصفوفة الواحدية. نستنتج أن 


FAY جد‎ )101.5( 





وبما أن العمود الأول من ۷ هو آیضا متجه لا متغير ل 8 ۰ فنستنتج أيضا أن 


۷۲۸۶ ۲ — )101.6( 


سے 
دا 


وتشير العناصر :دفي الصف الأول هنا إلى عناصر غير محدّدة» بینا ,۸و ,8 مصفوفتان 
مر بعتان (1 = )n‏ × (1- مم). 
ومن هاتین العلاقتین الأخبرتین نجد بحساب سهل أن 


۵0 لت 22 2 


| 2 
01 


| 
0 
۱ 


۱ )101.7( 


13, 1, 


عد ۲ ,۷*۶ د ۷ ۸ * ۷ 





۳۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 
ومنه وباعتبار أن 84 = 48 نجد أن ,8,4 = ۸8 . وبا أن ,4و ,8 یقبلان 
التبادل فوفقا للفرضص , الاستقرائی توجد مصفوفة واحدية ا r‏ 
بحیث تکون ۷۸۱۲۷ و ۷۷۱۱۷۷ مثلثتين . إذا وضعنا | رل ۲ = ۲۷ و وضعنا 
۷ = نا » فنستنتج آن الصفوفتین ۳۸۷ و ۴86 كلها مصفوفتان خان وهو 
الروت 

ویمکن تعمیم تانج هذه الفقرة لمجموعة تضم أي عدد من المصفوفات 
و تب اب آزواجا آزواجا . وإذا اتبعنا خط النقاش نفسه التبم 
في حالة مصفوفتين » فيتضح أنه سيكون كاف الرهان على أن ل ” من الصفوفات 
متجها لا متخيرا واحدًا على لالد فيا بينيا. شن حف العنازة بالا مش اه 
علا آنها برهنت لتوها من أجل 2 = . 

ليفرضن الان آنل 1 - من الصفوفات , _ ,۰.۸ ,۸:۸ متجها 
لا مشر مشترکا ,۰۲ ولتفرض أن هذا التجه ببق عن الخذر الم الكل فرع 
ول رف و - هل ,4 . فعندئذ 
(101.8) (1-م ى... ,0-12 يز AX, =a‏ 

من أجل الحذور #۷ نفسهاء قد تتحقق العادلات (101.8) من أجل ۱ < + من 

ای نت الستقلة حطیا . ولدینا عندئد فضاء وت و و ای الأبعاد 





واف ا (101.8) راا شکلت ۲ ۱ ۰ آساسا ل 1 فلدیتا 
A A,X, = aA X,‏ ` 
ومسه 
(1 وميا د زو يد Sl,‏ ,0 جرم ۸ ( ۵ - A‏ 


ومن هذه العادلة الأخيرة نع أن از ال + من التجهات ,۸,۲ تنتمي إلى فضاء التجهات 
الخطى 7 الذي يضم ,× ,... .رلا ,6 كأساسء وبالتالي» وقاما کا رأينا في برهان 
التمهيدية (۱۰۱ - 6)» يوجد متجه 

eX, ۲ ۰۰۰ + ۰,‏ ررم ع Y‏ 
A TTT‏ . وفضلا عن ذلك» وباعتبار آن ۷ هو متجه من 
الفضاء 7 ء فلدینا أيضا ۲ 0ن = ۲ ۸ . 


المصفوفات الشسادلية فقا 


وهكذا نجد النظرية : 
نظرية (۱۰۱ - ۵) 

تكن إ4 ۰.۰ ,رك ,ره مجموعة نحوي 7 من الصفوفات ال مربعة ۸ × , 
القابلة للتبادل فيم بينبا وعناصرها في حقل. ولتكن ا جذور المميّزة ل ,4 هي 


يت ۰۰ ,7ت . فیمکن إقامة توافق بين جذور ال 7 مصفوفة بحيث إنه اذا 
کات ل .يق ركشية جدود سل ئي ال 7 من التبرات و فان 


المحذور سم أب ا به عق 4) / هي f (al, 0 5-8 a‏ عه سا 
a,‏ , 2 0 
a OT‏ 


۲ - المصفوفات شبه التبادلية 

عياب 

لنرمز ب 4 و 8 مصفوفتين مربعتن ۸ × «ولیکن © = 84 - 4 . إذا كان 
6 = 64 و = CB‏ فتدعی موی مأك كوي شبه التبادلیتین . 

ویتضح من التعریف أن مصضوفتین 4 و 8 قابلتان للتبادل بالعنی العادی 
کل اة ایض شبه تبادلیتن . 

ونبرهن الآن التمهيدية التالية : 
مهيدية (۱-۱۰۲) 

يكون لصفوفتین ۸ و 2 شبه تبادليتين دات متجه لا متغیر واحد على الأقل . 





لیکن ب جذرا میا ل © . إذا كانت > هی صفرية 0-71 . فیوجد فضاء 
متجهات خطي 7 ذو 7 من الأبعاد. بحیث ]3 کل متجه من الفضاء محقق العادلة 
(102.1) ۷ < 02 
لتکن التجهات ,۲ ,... ,ر أساسًا للفضاء 7 . فعندئذ يحقّق کل مجه ,× العلاقة 
(102.1) ۰ وعل لعکس یمک نبیر عن کل سل 0000-4 لزنيب مش و 
التجهات ‏ . 

ومن العلاقة »۸ = ٤۸4‏ نحصل على 


CAX, = ۸2 = AVX, 


۳۳ مدخل إلى نظربه الحذدات وانصفوفات 

وميه 

(C-yDAX =0 (i= .,1( )102.2( 

ومن هله العادله بری أن N"‏ ,۲ تفع صمن ٠‏ الفضاء ۲ . وبالتالى بو حد a‏ 
الثوابت Ky‏ بحیت إل 


11 
(مصهموفة 1 ) فم و EEA‏ 
جرج ۸ 
أو 
AX =2 ۲ Uva (102.3)‏ 
وبطريقة مشابهة تمامًا نستنتج وجود "من الثوابت ,ا بحيث إن 
(102.4) ا ۳ BX, = ZX,‏ 


وإذا ضربنا طرفي (102.4) على الیسار في ۸ واستخدمنا (102.3) نجد 
كل ارا نك = هرا مش < ۸ 


f ۸ Fr 


ينا نحصل بصورة مشامپه من (102.3) على 


BAX =2 k 1X 


وبطرح المعادلتين الأخيرتين طرفا ًا من طرف واستخدام iı"‏ نجد 

(lk, - kıl) X, (i= 1,2, ...5(‏ به X=‏ 
ولدينا هنا > من العلاقات الخطية التي تربط بين ال + من التجهات ,× ...× . 
وبالتالی. وباعتبار أن هذه المتجهات اش فة عبطا فس أ عدن و 
الشرط 
LK - 11, - y1 )102.5(‏ 


والآن وقد عرفنا أثر مصفوفة مربعة ۴ بأنه مجموع العناصر القطرية في الصفوفت 
فهذا یساوی وفقا للنظرية شاا ر2 الحذور الل ل . ومن الواضح أن أثر 
(0 - ۶) يساوي أثر ۶ ناقصا أثر © . وبالتالي وباعتبار أن النظرية (54 - )١‏ تفيد 
بأن الجذور المميزة ل 1× هی الجذور المميزة ل 1 نفسها . فنستنتج أن أثر 11 - LK‏ 
هو الصفر. وبا أن أثر المصفوفة /7 الربعة > × 7 والمذكورة في (102.5) هو ۰۲۷ فنستنتج 


اتصفوفات التادلية ۵ ۳۳ 


أن 0 = ب . وبالتالی فان الصفوفتین × و ى قابلتان للتبادل . 
وبا أن « جذر میز نموذجي ل © فد 


القوى . 


تنتح من النظرية (۱-۷۰) أن © معدومة 





نظرية (۲ ۱۰ ۲) 
ا كانت 4 و 2 زوجا من الصفوفات قي التبادلية وفقا لاك کوی » فیجب أن 
تکون 84 - 48 عندئذ معدومة القوی . 


ولکن یمکن الذهاب إلى أبعد من ذلك . فبا أن × و ا یقبلان التبادل فان ما 
فقا للتمهیدیه (۱۰۱- )۰ متجها لا متغیرا مشترکا ا ,رل , ] < ۷ بحیث ان 
(102.6) و6۲ = hl:‏ رم ke = al}‏ 
حیث »و 8 جذران هيدان ل 1 و .1 » عل النرتیب. 

بضرب (102.3) في ,ا والجمع فوق ‏ نجد» مستفیدین من (102.6) ۰ أن 

ررم =a‏ زر ر 2 3 = ,۷,۲ 2 A‏ 

وبالتالي فان المتجه ۷ نك هو متجه ١‏ قا متجهات 4 ناشىء عن الحذر 
المميّر » ل 6 ۰ ونرى أن مثل هذا الجذر هو جذر میز ل 4 أيضا. وبطريقة مشابهة 
نستنتج من المعادلة (102.4) أن هذا المتجه نفسه هو متجه لا متغير من متجهات 8 
ناشيء عن الجذر المميز 8 ل8 . وهو الطلوب . 

۱ ونرهن الآن 


نظرية (۱۰۲ ۰ ۳) 
إذا كان 4 و 8 زوجا من الصفوفات شبه التبادلية » فتوجد مصفوفة واحدية ۷ 
ی فان . من 4 لا و20 7 هی مصفوفة مثلثة . 


برهان هه النظ ية مطابق تقریبا لرهان النظرية (۱۰۱ -۳). وعلینا آن نيين 
فقط أنه إذا كانت ۷۸۷ و 8۷ ۷ ف (101.5) و (101.6) مصفوفتين شبه تبادلیتین 


۳۳۹ مدخل إلى نظرية الحددات والمصفوفات 


فکذلك أيضا تکون ,۸و .8 . 





0: ZF FE GF 0 ۱ و‎ ZZ 7 
0 مون ع كي ان صن اي و ام یت‎ a i ت‎ 
V*CV = V*(AB—BA)V =| | ê, | 0 
iF قر‎ we FE f FE 
0 | ۳ 
وبالتال‎ 
0 | # FZ 2t iT TF 
یه لماع‎ r e . يي ۳ گر | و او يي‎ 
| ١ 
۷۰۵۵۲ = | , Vac = (©, 
A, ۸4 وم‎ 
0 + 0 ۱ 


ونستنتج أنه إذا كانت 04 = 4٤٥‏ » فعندئذ ,6۸ = ,4,6 آیضا. وبصورة 
مشابية إذا کانت 08 < 20 فعندئذ أیضا ,هع = 2 . ومنه وباعتبار آن ۸ و 2 
مصفوفتان شبه تبادلیتین فکذلك آیضا تکون ,4و ,8 . والمناقشة التعلقة بالاستقراء 
یمکن استخدامها إذن كا في الفقرة ٠١١‏ . 


نظرية (۱۰۲ - 4) 

لنرمز ب 4 و 8 لمصفوفتين مربعتین ۸ × « شبه تبادلیتین جذورها ا مميزة هی 
a,‏ + بو بر و رم ,6:۰۰ عل الترئيسن» إذا كانت (ب ,0 أي كشيرة 59 
سلمية في ۸ و » فيمكن دا اتخاذ أزواج من به و 6 بحيث إن ا حذور المميزة 
ل (8 (A4,‏ هي (a B,J‏ كر.... ,)ر F(a, B,J, £ (ays‏ . 


تمارين 
)١‏ حدد من أجل كل من الأزواج التالية من المصفوفات ما إذا كان ل 4 و 8 متّجه 
لا متغير مشترك أم لاء وما إذا كان مكنا إيجاد مصفوفة غير شاذة 7 بحيث تكون 
كل من ۳۸۴ و ۴۱8 مخلة : 


(٩ 


(ب ) 


رج) 


(۰ 


3 


المصفوفات التبادلية 








۷ 5 | - م 1 
قت أب 1 


5 3 ۹ ۲ 


11 -20 


تکون في الواقع تبادلية . 


۲ 
0 و 


- 20 39 


۱ 


نسم ینت 


حم ين 


1 
-6 


۹ 


۳۳۷ 


4 


1 


بين أن زوجا ۸ و 2 من الصفوفات 22لا يمكن آن تكون شبه تبادلية دون أن 


ین أنه إذا كان 4 و 8 زوجا من الصفوفات المربّعة ۸ × ۸ (2 < «) شبه التبادليةء 


فلا یمکن أن تکون الصفوفة © = 84 - 48 غير متردية . 


( 


حدّد أيا من الأزواج التالية من المصفوفات 8 ,۸ ۰ في حال وجود أي منهاء يتصة 


ربق 


بانه شبه تبادلي ومن أجل كل زوج كهذا حدد. في حال الإمكان. مصفوفة م 
بحیث تکون 2۳۱۸۴ و 2۰۱8 وئلية. 


0۵ 5 2 0-5 1 
0 0 ۵۱, B= 0 0 oj; ( 
0 1 0 0 1 0 
-5© 11 3 -4 [1 
0 -5 , رب :|0 3 0 تاو‎ 
0 2 0 3 3 
© 6 ¢ 2 81 2 
0 a ۱, 1: 2ت ۱0 حد‎ 0 ۱ 
10 d 0 0 w 2: اا‎ 





أ 


۳۳۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 
ه) لتڪن 4 و 8 شبه تبادلية ولیکن 
,7 4 قر 4 ۸ ع H‏ تست 
تبادليتين. ۱ 
)١‏ من أجل كل من الصفوفات ۸ التاليةء أوجد اساسا لفضاء متّجهات خطی ٣‏ 
مؤلف من جميع المصفوفات × بحيث إن 24 -ح ۸ ۰ 





بع نم جم ا ص 


۷) من أجل كل من الأزواج التالية 8 ,4 من المصفوفات التبادلية» أوجد مصفوفة غير 
شاذة 2 بحيث تكون كل من ۳۲۱۸۲ و ۳۲۱8۳ مثلثتين : 


2 1 0Û 1 2 5 
1 ۱ ۱ (۱۱ 
4 - 0 2 Û0, B= ۱0 1 0|; ۱ 
0 Û 2 0 3 -1 
2 1 0 O |g 1 2 -3 
۱ ۷" ‌ 
۸ ذب) لا 3 0 - و ۰ 0 2 ۲اه‎ 
0 0 2 1 1 5 2 4 نان‎ 
0 0 0 2 0 1 Û 2 


۸( لنرمز ب 4و «المصفوفتين مربعتين « * « ولنفرض أن مصفوفة 2 معروفة بحيث إن 
8 - ۲ 1۸4 ۲ ادا كان ۶ E‏ =۲ ۰ بين أنه عندما تفترض × جمیم الصفوفات 


۳۳۹ E 


التى تحقق 4× = ×4 فعندئذ تفترض ۲ جميع الصفوفات التي تجعل ۲8 = 8۲ . 


4 لت ۸ 8 ازوج من المصفوفات التبادلية جذورهما المیزة الختلفة هى 
۱ 
ا ای قري ميق هقرع علق الم‌تيیتت: ا کان وغ > فس أذ ل ۸ و 8 


على الأقل ؛ من التجهات اللامتغيرة الم که 





1 نطلمة من 
| ساد لات الختا تست 


۳ - تفاضل وتکامل مصفوفة 
لتکن 4 مصفوفة ۰" × :7 عناصرها ,ره دوال قابلة للتفاضل في متغیر سلمي ؛ . 
فنعرف عندئذ مشتق 4 بالنسبة ل على أنه المصفوفة « × ۰ : 


dA 010.‏ 
ڪا 1 و ( dt‏ 
وبصورة ثمائلة ادا كانت المقادير , ,۾ دوال في / قابلة للتکامل فوق الفترة (1 ,را). فنعرف 


/ ۸04 = )] aa). 
وعلى أساس التعر یف (1 3) تسهل رود ه أنه اذا كان 4 منقول 4 فان‎ 


94 5 





وأيضا 
B‏ 
aT )103.2(‏ + مگ = )8 + 4 


ادا كانت سار ست اة انج خن سه 
6 7 فلدینا من العلاقة 


ر زامن 6 + 5 د روي 6 4 a; Dı;‏ کڪ رپ 


۳ 


۳۹ مدخل إلى نظرية المحدّدات وا لصفوفات 








9 dı: yo si dbn; 
E ل ۳ ۰ ۳ 0 ۳ ۳ موی‎ 
اب‎ 4 1 dain 
وت‎ 1 Dı; س . سك 0 / سل‎ = dt Di, 
وبالتالى لدينا العلاقة‎ 
d(AB) dB , dA 
۳ ۳ 3 )103.3( 


ولدينا من العلاقة 1 1= ' ۸۸ وباستخدام (3 س 
dA EA a‏ 


55 8 ان ا 8 
)103.4( ر 8ه “° 
لد الك di‏ 
٠١‏ - مجموعات العادلات التفاضلية الخطية بمعاملات ثابتة 
,1 سل تلم شا سل e‏ هو که و 1 335 E = hh‏ 
f(0, (104.1)‏ ووو عد مد ورين عن ره 7 
zr,‏ 


E = 1, ونون لا ۳ اون 38 وج 1) وك‎ + Fb 


حيث پر ود را و دوال مجهولة 5 متغير سلمی f‏ ¢ والرموز هی دوال 
معروفة في 4 » وال ره ثوابت. إذا رمزنا ب × و () ۴ . على الترتيب» للمتجهين 
العمودين : 


Benak, FO =e (104.2)‏ = 
وب ۸ للمصفوفة (ر.») المربعة ۸ :۱ > فيمكن كتابة نظام المعادلاات بالشکل الصفوفاتی 
AX + (۰ )104.3(‏ = 4 


لنطبّق الآن على المتغيّرات × التحویل الخطي غير الشاذ 


X= PY, (104.4) 


أنظمة من انعادلات التفاصلية TET‏ 


حيث ( م) = ۴ مصفوفة غير شاذة عناصرها ثابتة . فلدینا بالاستناد إلى (103.3): 
(104.5) . 41م _ dX‏ 
" إن ا ‏ 

بيج و عاطم OF‏ 
APY + F(D,‏ = 1-7 
dY 7‏ 
+P 0 )104.6(‏ در 1271 = 5 
ویمکننا إذن اختیار 2 بحيث تکون ۳۳۱۸ أى مصفوفة مشامپة ل ۸ . وكثيرا 
ما یکون من الاب أن ا ۲ م كصيغة جوردان القانونية E‏ 
وعلى سبيل المثال. إذا كان 5 = م والقواسم الابتدائية ل ۸ - ۸1 هي “(1 + ۸) 
و (2 -۸) » فیمکن كتابة نظام المعادلات (104.6) على الشکل : 


۱ 0 ۱ ۱ 1 0 
)ف فم ms E‏ - )رك + ولا + ,2 = 


۱ ۱ 0 1/ 
)104.7( ,()ءه ۲+ ys‏ - 25 3 ,)يم + ونع + 21/1 - 


۱ 


)نب FF‏ :2 55 د 
ومن المعادلة الثالثة من هذه المعادلاات. تنحصل على ولا 


“تيع + di‏ ارو e‏ 1 € = ولا 
ونبدّل الآن هذه القيمة ل ,رفي المعادلة الثانية فنجد رد ثم نجد عندئذ ,دمن المعادلة 
الأولى. وبصورة مشامة نحصل على ,زو ,دمن المعادلتين الخامسة والرابعة . 
يبقى علينا إيجاد × » ومن أجل ذلك نحتاج إلى معرفة ة المصفوفة ۴ في (104.4) 
التى نختزل بوساطتها 4 إلى صيغة جوردان القانونية . لنتذکر أن طريقة إيجاد م في الحالة 
العامة معطاة في الفقرة ۸۷ . 


وفيا يلي طريقة أخرى لحل نظام المعادلات (104.1): 
لیکن » جذرا غيرًا ل ۸ ولیکن ای ناي = متجه صف لاعتغير ل ۸4 


یوافق » » بحیث یکون 
۰ - 4 


TEE‏ مدخل إلى نظرية الحذدات والصقوفات 


أو بعبارة آخری 
ك ره ارت م2 
لنضرب طرفي العادلة الأول من العادلات العطاة في , . الثانية في ي# » ... 
والمعادلة » في ,6 ولنجمع فنحل : 
(D‏ بر I‏ + اج جوا اه با + + یا + (key‏ 


وإذا کتبنا 
KR‏ ىر له kx»‏ 32 ع تج 
ین + di‏ ,۲ 1 ع ذخ 
وإذا كان 0 ,2 فنحل هذه المعادلة الأخيرة من أجل ,×وذلك بدلالة 
...در« × . ثم نبدّل عندئذ هذه القيمة ل ,دفي المعادلات (104.1) » فنحصل 


هكذا على 1 - من المعادلاات ف المجاهيل وحن E E‏ 


1 اب 5 
وکتوضیح لناغذ| 1= 2 2 | ۸42 [,د,رد,»] ديزو [0, -,0] = ۴)9 


لت ے 1 


ونظام العادلات گر ۱ عا لكل ۰ 
zı‏ 
رونك ۳" ونه ¬ ريدق = 2 


52017 د ۳ dz»‏ 
(104.8) و © ” 21 ل 221 = 01 


.1 ¬ و2 + 7 = 7 

والدالة المميّزة ل 4 هی (1-). و مقابل الجذر 1 نجد أن التجه 

اللامتغير ل ۸ هو (1 ,1 - ,1) = × . وبضرب العادلات الأولى والشانية والثالثة 
في (104.8) في 1 ) 1 - و 1عل النرتیب» تہ الجمع نحل : 


هي + لع وس ون (و۲د + و۲ ۳ )سر 


أنظمة من العادلات التفاضلة ۳ 


ایی سے عم 
+ 2 < يواح رن X‏ 


1 
وبالتالي 
(104.9) أت رج بج +x, +e‏ برس ح ۳ 
وادا عوضنا هذه العبارة من أجل دق العادلتن الأولى و الثانية من المعادلات المفروضة 
نحل : 

dzı = رين‎ +e” + ce 

و مالس 3 1 dt‏ 


و 


# یس 


5-5 وراه 3 د‎ -- 2 ۳ Cê. 


وأول هاتين العادلتین تقبل التكامل مباشرة وتعطي 
ری + يو + ع 

وإذا عوضنا ,دی العادلة الثانية نحصل على معادلة قابلة للتکامل مباشرة من 
أجل ر×وبعدها نجد دمن (104.9). 

وطريقة ثالثة لحل مجموعة معادلات تفاضلية خطية کالجموعة (104.1) هي عن 
طریق استخدام الصيغة القانونية القياسية ل 4 . وهکذا إذا كانت ۸ مصفوفة غير 
مترذية دالتها المميزة 

f) =A" + تيزم‎ 1+ ...+a _A +a, 

فان الصيغة القانونية القياسية معطاة في (69.2). والان إذا كانت ۴ مصفوفة غير شادة 
بحیث إن ۸ = ۴۱۸۴ ووضعنا 2۲ ۳ ۰ فان المعادلة التفاضلية المصفوفاتية من 


أجل إيجاد ۲ هي ۲ 
tr + ۳۷۳۸۰,‏ 9 


إذا وضعنا [0) ,۾ ,... ,9) رع ,9) ,ع] = 9) © = () 5 5-1 فالعادلات هي : 
9100 + ولا = 1 


رده گر ...رز بو - هلا 
)104.10( )9-1 + ملز 01 Ya + g(t)‏ 


dya = Al. =A a — ... س‎ A سل‎ (A. 


۳:1 مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 


وإذا اکتفینا موقتا بالحالة التى یکون فيها 0 = ۰6۵ فنری مباشرة أن آخر هذه 
العادلات تقود إلى العادلة التفاضلية الخطية التجانسة من الرتبة ‏ : 


01 ۱ ۳ 1 م لم 1 
Aa ۳۹ 0.‏ سل 1-ب) ج E‏ سل ES‏ وه ۳ وت 41 م 1 


ويمكن إيجاد الحل العام هذه المعادلة مباشرة بالطرق التى تشرحها الكتب المدرسية في 
العادلات التفاضلية. وإذا دعینا هذا الحل از فیتم إيجاد عبارات إلا ...۰ ,ولا رل 

لنفرض الان أن ۸ متردية ولنفرض أن للمصفوفة 4 -27 ال دمن المتجهات 
اللامتغرة لقا تبلق E‏ 8 . ولتك ند لا من الوصول إلى جموعة واحدة من 
العادلات التفاضلية كا في (104.10) فإننا نصل إلى دمن محموعات العادلات من ذلك 
النوع ‏ ولیس بين أي مجموعتين متغبر مشترك . وهکذا نکون قد وصلنا إلى مسألة من 
النوع الذي نافشناه . 


وهذه الطريقة غير مُرضية من حيث إنه بالرغم من قدرتنا على إيجاد ۷ بسهولة . 
فإنه يمكن إنجاد × فقط عندما تكون المصفوفة 2 معروفة بحيث إن 8 دم4را-م , 
وكتوضيح لنعد إلى مجموعة المعادلات الخطية المتجانسة 
dX‏ 


= AK 


التي لنا علیها من الجموعة في (104.8) عندما نضم في المعادلة الثانية 0 برلا من 
ار . فمن || پل التحقق من أنه إذا كان 





E 1 ۷‏ 1 هت 
R= 0 0 ۷۳‏ ,)0 2 
0Û 1 4 3‏ 1 


فان = ۲۸۴ م . حيث ۸ هی الصيغة القانونية القياسية ل 4 . واذا قمنا بالتحویل 
۲ = × فان العادلات التفاضلية لإيجاد ۷ هي 


انظمة هی العادلات التفاصله ۳:۷ 


dy dy: Ys 
ww Gm مانيس شرح‎ 


ومنپا نجد 
بل و ب بل و ع و ورزر 
وهده العادلة هی معادلة تفاضلية ید متجانسه من الرتبة الثالثه بمعاملات 
ثابتة» وحلها وفقّا لطرق العادلات التفاضلية الابتدائية هو 
Cf,‏ سل 6 ص e Cte"‏ 


حبت الثوابت © شمقیه . ونحصل الان على ,زو ,7 بالفاضلة فنحد : 
dy:‏ | ا dy‏ _ 
۱ لعي ۳ EEE‏ 
وبالتال فاننا نجد ,± ردو ,دمن العلاقة ۲۲ = × . 


٠‏ - سلاسل القوی الصفوفاتية 
امک 
٠.‏ ل “نيج + ... + pA + pA?‏ + وم = (5)8 
الرکب. لنعرف 


(105.1) 23 = (خامم 
ولنکتب 
DA’, (105.2)‏ 2 = (۸4۸)م 


حيث 4 أي مصفوفة مربعة « × #فوق الحقل المركب . إذا تقارب كل من ال 2 عنصم 

في المصفوفة (4) , > إل اة محددة رى عندما © ج" » فنقول إن متسلسلة القوی 
المصفوفاتية (4) تتقارب إلى مصفوفة النهاية 5 . ومن الواضح أن متسلسلة قوی 
مصفوفاتية معينة تتقارب بينا لا تتقارب مصفوفات أخرى . وعل سل الثال. إذا كان 


۳:۸ مدخل إلى نظرية الحددات والصفوفات 








ی با 
۱ ۱ 46 = ] 1 5 = م 
فعندئد 1/3 0 3 0 
0 57 585 | 0 7 ع نی 
r(3) 0 r(1/3)‏ 0 


ومنه نرى أن متسلسلة القوى الصفوفاتية (4) 7 لا تتقارب بینما تتقارب (8) 7 . وإذا لم 
تتقارب متسلسلة القوى الصفوفاتية (۸) 7 فنقول إنها تتباعد أو انبا متماعدة. 
وفي الحالة العامة » لتکن الدالة المميزة الختزلة ل ۸ هی 


(105.3) ,ضع بروررخ) ‏ ""(ه -2 )...يه ¬ ۳۰ (ره ) = ()۵ 


حيث المقادير 0 متميزة . و ادا رمزنا ب رت و ,۸۷ للمصفوفتین الرئيستن متساو به القوى 
ومعدومة القوى الموافقتين ل 4 والمقابلتين للجذر .». فلدينا 


لال سك TE‏ عد 14 
1 - / 


حيث تحقّق ال .8 و ۸ شروط الفقرة ۷۹. ولدینا عندئذ كما في (78.2) 


N). )105.4(‏ + هار1 p>‏ = )4( 
ویمکن نشر الطرف الایمن من هذه المعادلة وفقا لدستور تایلور كما في  )78.3(‏ وهكذا 


7) ( = 3 5 JE, + ra; N, + ma e N; 


۳۷ س" 4 ۳ 
| ¬ 9 + ...+ 


حيث ينتهي النشر باعتبار أن ,۸۷ معدومة القوى ودليلها ‏ . وبا أن الصفوفات 8 
والصفوفات ۸۷ مستقلة خطیا فمن الواضح آن التسلسلة 


)105.5( 


۲) ۸( = lim ۳, ۸( 


انظمة من العادلات التفاضليّة ۳:۹ 


تتقارب ادا وفقط ادا كات 10 من رای ون 


(a), (105.6)‏ ا ;.. (a), 7 (a),‏ 7 
متقاربة من أجل کل جه ین ا کا 


+ + ةد 1د 0 
ومن الواضح أن e‏ = (2) پر lim‏ بحیث إن كلا من الدوال في (105.6) لیس أكثر 
راك ونيا اسل تق للة الاس سقارب من یل کل القیم ای ليدب قمن 
الواضح أن المتسلسلة المصفوفاتية 

A” ۱‏ ۱ 4 
تتقارب من أجل كل مصفوفة مربعة ۸ . وف الحقيقة » یمکننا كتابة 


9 N pt 105 7 
- ۵ | رم‎ +N, + i+ ات و‎ (105.7) 





~٦‏ حل مجموعة معينة من المعادلات 
سح ۸4 مصفوفه مر بعه ۸ × 7 عناصر ها .4 تابتف لیکن ,؛عددا ع نايتا و1 


متیر حقیقیا . فلدینا باستخدام العلاقة (103.2): 
tA = mt — bQ)" A‏ سب 0 ^ 

"(وا_- ) 
۳ زيم =( 1 ۲*0 ۱ 1 #2 e-4‏ 
(106.1) ; عبت > ES‏ مل “4 2 + رمم #) + I‏ 6 


نحصل بالفاضلة على : 





ها - | E‏ 1( ۱ قا ( ج » - ا d‏ 
: 8 5 د نك SE Fem A E = A‏ 
أي أن 11 = 1 - ) 1 وس dt‏ 
)106.2( ۴ ا ت ۲۸ )ام ار ۳۹ 4“( © 
لنعد إلى مجموعة العادلات التفاضلية الخطية التجانسة 
dX 06 ۱‏ 
(106.3) ا 


التي نحصل عليها من (104.3) بوضع 0 - ۶6۸ . إذا كان ,× متجه عمود كيفي عناصره 


ثابتة وأخذنا 


۳6۰ مدخل إلى نظرية المحدّدات والصفوفات 


)] 5 1 


IX (106.4)‏ ® ها( 


a a‏ (106.9) أن 
الس كن Ale}, = AX.‏ - ۲ 
أي أن المتجه () × المعرّف في (106.4) هو حل للمعادلة التفاضلية (106.3). 
وبالإشارة إلى العلاقة (106.1) يتضح أن الحل ) × فى (106.4) يتصف با خاصة 
0 مد (,/) 2 


نظرية*) )١- ٠١5(‏ 
إا کان ,اي متجه عمود ثابتء فان المتجه ±[ ° ء] = () لهو 
حل للمعادلة التفاضلية ۸42 = لك » وهو یتصف با خاصة ,2۲ = (ره) +. 





7 
تمارين 
حل المجموعة التالية من المعادلات التفاضلية 
dX _‏ 
2 دعن 
حيث ۸ هی | لصفوفهة : 
ال اة 2 3 3 
0 هد 8 5 ۲ 4 5 4- 
5 1 4 3 3 2 
1- 1 1 ج ی أو 
۳( 2- 2 2 ۶ 1 4 2 
و 3 3 لو 2 8 


Michal, A. D., Matrtx and Tensor Calculus, (New York: John Wiley & Sons, 1947), ۰ : انظر‎ (3#) 
20-21. 


أنظمة من المعادلات التفاضلیه اهم 





دز 13ت ۱ 

2 0 ا و - 0 1( 2 ل‎ [1: (٥ 
گب‎ 1 6 -4 0 
1 3 عد‎ 

اس خ 5 

و 1 

۳ ۵ ۱ 4 ۲ 
قب # § 
3 5 0 1 
و 2 3 

4( و 8 9 
کے ده كانه 


۰ لنرمز ب 4 للمصفوفة |( ؟] ولتكن “#معرّفة كما في (105.7) . احسب مباشرة 


۲ 0 ۳ 1 sınh 1 
sinh 1 طعم‎ 1| 


وبين أن 
۷۱ لترمز ب 4 للمصفوفة [3 ؟_] ولنعرف ١ء‏ كا في (105.7). احسب *مباشرة 


وبين أن 
۲ 8111 22 608 ۴ 
٠.‏ دآع 
ZT 605 2:‏ (811-- 





CM 
N. 


۹ 
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إبدالي 


3 
ظط 


انر 
ارنداد 


Basis of linear vector space 


أساسي - جوهري 
استقللال نحطي 





Linear independence 


و 


بسیط 
7 
Commutativê‏ لكر 
Trace‏ 
Coordinates‏ 
Inversion‏ 
تبدیلة 


Fundamental 


إسقاطي 
أولي 
نر بيعي 
Remainder‏ ترديد (فياس) 
Left remainder‏ ترکیب (متوافقه ) 
Right remainder‏ تساميت 


Too 





Simple 


Dimension 


Plücker, J. (1801 - 1868) 


6 


Permutation 
Partition 
Sub-dıagonal 
Transformation 


Projective transformation 


Elementary transformation 


Quadratic 
Modulo 
Combination 


Collineation 


۵ ۳ ت المصطلحات 


Integration تکامل‎ 











توافقي Harmonic‏ 
توقيع Signature‏ 
6 
جاكوبي (1851 - 1804( .© Jacobi,‏ 
جاندلفنجر )1910 - 1846( .5 Gundelfinger,‏ 
ا Product‏ 
حدر Root‏ 
جزئی Partial‏ 
حوردان )1922 - 1838) Jordan, C.‏ 
حتمي 1ه 
حدود مر بعة 5 Squared‏ 
حزمة Pencil‏ 
حقل Field‏ 

Extended field موسم‎ 

Real حقيفي‎ 
Trivial solution حل تافه‎ 
Ring حلقة‎ 
Quotient ) حارج (حاصل‎ 
Characteristic 


Lınear حط‎ : 


اس ۳ 


رنسه 








6 


Inner 


(۳ 10 


Elementary function 


Alternating ۸ 








© 


Indêx 
Perlodic 


Circulant 


Prıncıpal 


Rank 


Pair 


Positive pair 


Negative ۲ 


Chaın 


Scalar 


Smith, H. (1826 - 1883) 


Segre, C. (1863 - 1924) 


Sylvester, J. (1814 - 1897) 





كاك Singular‏ غر شاد 
شباه Homology‏ غير مترد 
غير دد 





Integer صحیح‎ 
Nullity صفربه‎ 
Form صبفه‎ 
Quadratic form تر بیعیه‎ 
Bilinear form تناه ا‎ 
قانونية قياسيّة‎ 
Rational canonical form (r. c. f.) 
Definite form محددة‎ 
9 
Multiplication ضراب‎ 
9 
Factor عامل‎ 
Cofactor متمم‎ 
Dependence عدم استشلال‎ 
Conjunctive عطفى‎ 
Reflexive relation علا فه انعکاس‎ 
Equivalence relation تكافؤ‎ 
Transitive relation متعدية‎ 


شفترة 


قانون الدمج 
رن 
فرني 


قرينة 


قصور ذاتي (عطالة) 


قطري 
قواسم أولية 


o۷ 





0 


Non-singular 
Non-derogatory 
Indefinite 


Irrational 





Vandermonde, A. (1735 - 1796( 


Interval 
Vacuıty 

Space 
Solution space 
Vector space 


super-dıagonal 





Left divisor 

Right ۲ 

Block 

Associative law 
Canonical 

Secular 

Adjoınt 

Inertia 

Diagonal 
Elementary divisors 


Minimum 


Maxımurm ۱ 


9 





كاترنيون Quaternion‏ 
کارتیزی Cartesian‏ 
کامن Latent‏ 
كثيرة حدود Polynomial‏ 


5 
Elementary polynomial ابتذائية‎ 


تس 
لا 








Matric polynomial مصعوفية‎ 
Monic polynomial وأخدية‎ 
Cramer, C. (1704 - 1752) کراصر‎ 
Kronecker, 1. (1823 - 1891) کرونکر‎ 
Cogredient کوجریدینت‎ 
Cauchy, A. L. (1798 - 1857) كوشي‎ 
Contragredient کون راحریدنت‎ 
Cayley, A. (1821 - 1895) کیبل‎ 
0 
Laplace, ۳۰ (1749 - 1827) لابلاس‎ 
Lagrange, J. )1736- 1813( لاغرانج‎ 
Invariant لا متغير‎ 
Infinity لا عباية‎ 
© 
Skew-symmetric مائل التناظر‎ 


Homogeneous متجانس‎ 
Vector مت‎ 
Column vector عمود‎ 

مدر د Derogatory‏ 
متساو ی القوی Idempotent‏ 
متسلسلة قوی مصفوفية Matric power series‏ 
متشابه Similar‏ 
متعامد Orthogonal‏ 
متخر Varıable‏ 
متکافتان حقیقا Real equivalent‏ 
متممه Complement‏ 
متمم جري Algebraic complement‏ 
متم تلف Distinct‏ 
متناظر Symmetric‏ 


ج Sum‏ 
مجموعه Set‏ 
جموع مباشر 


] ۱۳۵۵۱ surî 


Left unity محايد أيسر‎ 
Right ۷ أيمن‎ 

Determinant حدد‎ 
Negative definite سالب‎ 

صله 9 
عل Reduce‏ 
مرافق ۷۲ ) 
قزر نبا ۲۷ ) 


linc at ۷ 
(oplancr 


مصعر ۷۱۱۱۲ 


Principal minor زسم‎ 


مصفوفات شبه إبدالية 


شت ااصطلحات 


Ouasi-commutative matrices 


Matrix مصفوفة‎ 
Lambda matrix لا مدا‎ 
Triangular matrix مشلثه‎ 

Identity matrix محايدة‎ 
Augmented matrix موسعة‎ 
Hermitian matrix هرميشية‎ 

و احد ره Unitary matrix‏ 

Unit matrix الوحدة (المحايدة)‎ 

Left multiple مضاعف اسر‎ 
Right multiple يمن‎ | 
Congruent ملائم‎  قباطم‎ 
Minimum equation معادلة صغری‎ 
Coefficient معامل‎ 
Nil potent معدوم القوی‎ 


معکوس 
مفکوك (نشر) 
مد مه 





Inverse 

Expansıon 

Annıhıilator of a vector 
Preface 

Modulus 

Discriminant 


Transpase 


Positive semı-definitê 


Normal 


نسبي (فياسي) 


تصرف لد 


نظامی 


هاملت ن 


هندسة إسقاطية 


وایر 
وایر ستراس 
وحید 


۳ ۵ 


Katıonal 
Semi-definite 
System 


Regular 


Hamılton, W. (1805 - 1865) 


Projective geometry 





Weyr, E. (1852 - 1903) 
۱۷۷ 6۱616۱۲۵55, K. (1815 - 1897) 


Unique 


© 


Degenerate 


span 





اليا 


5-6 
= 


۷ 
= 
0 1 


ا 


كيل 


خاصة مميزة 
دوار 
معامل 
ل 
جریدینت 
ی 
ترکیب (متوافقة) 
إبدالي 
مركب 
مطابق 
مرافق 
عطفي | 
احدانیات 


مستوية رف الستوی نقسه) 
Cramer, G. (1704 - 1752)‏ 


کرامر 


انیا : إنجليزي ‏ عربي 


Cayley, A. (1821 - 1895( 
Chain 
Characteristic 
Circulant 
Coefficient 
Cofactor 
Cogredient 
Collineation 
Column vector 
Combination 
Commutative 
Complement 
Complex 
Congruent 
Conjugate 
Conjunctive 
Contragredient 
Coordinates 


Coplaner 





Adjoint فرینه‎ 


متمم جبري 
ى ' 
دالة متناوبة 


Algebraic complement 
Alternating function 

Annihilator of a vector 
Associative law فانو 5 الدمج‎ 
مصفوفة موسعة‎ 


Augmented matrix 





Basis of linear vector space 


استاس فضاء متجهات عفن 
صيغة ثنائية الخطية 


Bilinear form 





Block قالب‎ 
Canonical فانونی‎ 
Cartesien کاریتیزی‎ 
Cauchy, A. L. (1789 - 1857) کوشی‎ 


۳ 


© 





و 0 ۱ 2-1 
سس نتسصلح ت 


جاند لفنجر (1910 - 1846( .5 Gundelfinger,‏ 


H 








Hamilton, W. (1805 - 1865) هاملتون‎ 
Harmonic توافقي‎ 
Hermitian matrix مصقوفه هرميشية‎ 
Homogeneous متجانس‎ 
Homology سباه‎ 
0 

متساوی القوی Idempotent‏ 
مصنوفه محايدة Identity matrix‏ 
غير دد Indefinite‏ 
دلیل Index‏ 
فصور داي (عطالة) Inertia‏ 
ي؟ غباية Infinity‏ 
داحل Inner‏ 
صحیح Integer‏ 
تکامل Integration‏ 
فكرة Interval‏ 
ا متغير Invariant‏ 
معکوس Inverse‏ 
ارتداد Inversion‏ 
Irrational‏ 


Definite form 


Degenerate يتلاشى‎ 
Dependence عدم استملال‎ 
Derogatory و‎ 
Determinant حدد‎ 
Deterministic حتمي‎ 
Dıagonal قطري‎ 
Dımensıon 4 
Direct sum جموع مباشر‎ 
Discriminant مي‎ 
Distinct محتلف‎ 





3 


Elementary divisors 


قواسم أولية 
وا أولية function‏ 
كثيرة حدود ابتدائية ۵۵1۷۵۵۵۵1 
تحويل أولي 
علاقة تكافؤ 
مفكوك (نشر) 
حقل موسع 


transformation 
Equivalence relation 
Expansion 


Extended fıeld 





Factor عامل‎ 


Field حقل‎ 


شب ك Form‏ 


Function دالة‎ 


Fundamental 


ست | اصطلحات TAT‏ 


فى 





معادلة صغری Minimum equation‏ 
م Minor‏ 
بر دید (قیاس) Modulo‏ 
مفیاس Modulus‏ 
کشرة حدود واحدية Monic polynomial‏ 
صر ب 0 ۱ 
له سالب Negative definite‏ 
زوج سلبي pair‏ 

معدو م القو ین Nilpotent‏ 
عبر 7 Non-derogatory‏ 
غير شاد -singular‏ 
ناظمي Normal‏ 
صفرية Nullity‏ 

© 
متعامد Orthogonal‏ 
وا 

Paır زوج‎ 
Partial جزئي‎ 
Partition نجزئة‎ 
Pencil حزمة‎ 
Periodic دوري‎ 
Permutation تديلة‎ 
Plücker, J. (1801 - 1868) بلکر‎ 
Polynomial کثرة حدود‎ 











جاکوي )1851 - 1804( Jacobi, C.‏ 
جوردان )1922 - 1838( Jordan, C.‏ 
کرونکر )1891 - 1823( Kronecker, L.‏ 
لا غرانج )1813 - 1736) Lagrange, J.‏ 
مصفوفة لا مبدا Lambda matrix‏ 
لا بلااس )1827 - 1749) ۲۰ Laplace,‏ 
کامن Latent‏ 
قاسم اش Left divisor‏ 
مضاعف ۴ multiple‏ 
بای افير remainder‏ 
ايد ایز unity‏ 
خطى Linear‏ 
استقلال ا independance‏ 


Line at infinity 


۱ مب ايع ف اللانباية 


Matric polynomial كثيرة حدود مصفوفية‎ 
power ۵۵ 

متسلسلات قوی مصفوفية 

Matrix مصفوفة‎ 

قيمة عظمی بساني ۱۷ 

قيمة صغری ۰۱( 


T14‏ لنت المصطلحات 





قاسم آیمن Right divisor‏ 
مضاعفک آیمن multiple‏ 
باق أيمن remainder‏ 
محاید أيمن unity‏ 
حلمّه Ring‏ 
حدر Root‏ 


Scalar سلمي‎ ۱ 


قرف Secular‏ 
سیحر )1924 - 1863( Segre, CL.‏ 
نصف محدّد Semı-definite‏ 
جموعة Set‏ 
توقیع Signature‏ 
متشابه Similar‏ 
بسيط Simple‏ 
شاد Singular‏ 
مائل التناظر Skew-symmetric‏ 
Smith, H. (1826 - 1883) E‏ 
فضاء الحل Solution space‏ 
فضاء Space‏ 
Span 3‏ 
حدود مر بعة 5 Squared‏ 
نحت القطر ی Sub-diagonal‏ 


جموع Sum‏ 
فوق القطري 
سیلفستر )1814-1897( Sylvester, J.‏ 
متناظر Symmetric‏ 
نظام System‏ 


Super-dıagonal 


Positive pair راوج اجایی‎ 

موجبة نصف - محدّدة عان0تاع6001-0 
مقدمه Preface‏ 
رئيس Principal‏ 

مصعر رئيس minor‏ 
جداء Product‏ 
هندسه إسقاطية Projective geometry‏ 


transformation 


تحويل إسقاطي 





تر بيعى Quadratic‏ 
بعك ترب ت form‏ 


Ouasi-commutative matrices 


مصفوفات شبه إبدالية 


Quaternion کاترنیون‎ 
Quotient خارج (حاصل)‎ 
Rank رنه‎ 
Rational 


canonical form (r. c. f.) 


صيغة قانونية فیاسیه 


Real حقیقی‎ 

متعافعان حقيقيا equivalence‏ 
عحتز ل Reduced‏ 
علاقة انعکاس Reflexive relation‏ 
نظامی Regular‏ 
بای Remainder‏ 


Resultant حصله‎ 


ET 


0 





Vacuity فر اعیه‎ 
Vandermonde, A. (1735 - 1796( فاندرموند‎ 
Variable متغير‎ 
Vector متجه‎ 
space 5 فضاء‎ 
W 

Weierstrass, K. (1815 - 1897) وایرستراس‎ 
Weyr, E. )1852 - 1903 وایر‎ 


5 ا ارت ۳۹۵ 





ات Trace‏ 
نخويل Transformation‏ 
علا فه متعدبة Transitive relation‏ 
منقو ل (مدور ( 6 1( 
مصفوفه مخلغة Triangular matrix‏ 
حل تافه solution‏ 1۳۱۷۱۵۱ 
0 
و حسل Unique‏ 
مصفوفة واحدية Unitary matrix‏ 


Unit matrix 


مصفوفة الوحدة (المحايدة) 








أثر مصفوفة مربعة ۰۳۵ ۳۳۶ 
احدانیات 
بلکر ۸۵ 
كارتيزية متجانسه ۰۱۳4 ۳۰۷ 
متحانه ۱۳۵ 
اخحتزال لاجرانج لصیغه تربیعیه ۱1۹ 
ارتباط خطى "١‏ 
ارنداد عن الترئیب الطبيعي ۱5 
ازواح 
صیغ تربیعیه ۹ 
صیغ ثنائية الخطية ۲٩۹۳‏ 
مصعوفات ۲۰۷ 
ساس فضاء متجهات Ao‏ 
تعريف ۸۲ 
تعبير ۸۹۱ ۸۸ 





مجزیئات مرافقة ۲5۹۹ 


"۳۳ 
ا سم اسب سات 


نحت القطر ی ۲۲۸ 
محلیل إلى عوامل 


اب 


لصيغة ثنائيّة الخطية ۱۳۹ 


محویل 


أولي 2 


ا 


على مصفوفة لأميدا ۲ ۱٩‏ 
خطى ۰۸۷ ۲۳۰ 
شاذ ۸۷ 
کح ربدینت ۱۶۱ 
کونماجر بدینت ۱۱ 
متعامد 186 ۱ 


ترکیب خطي ٩۳‏ 
سامت ۲۳۷ 


تعریف مصفوفة ٤‏ 


۳۸ کشاف الوضوعات 


صیعتین تر بيعيتين ۱۹۰ 

صيغتين ثنائيّة الخطية ۰۳۹۳ ۲۹6 
مصفوفتی لامبدا ۱۹۸ 

مصفوفتین ۳ 

واحدی ۱۲۳ 





م6 


حداء 
داخلى لمتجهين ۱۱۲ 
رنبه ۳ 
فر ينه ۵٩‏ 
فرینتین 9ه 
محدّد ۲۸ 
مصموفات محرأة ۹ 
معكوس ٤۸‏ 
منقول ۳۹ 

جذور کامتة ٩۱‏ 
ياه ۹ 

لصفوفات حقيقية مائلة التناظر 


۱۱ 


لصفوفات حقيقية متعامدة ۱۱۷ 
لصفوفات حقيقية متناظرة ۱۱۲ 
لصفوفات هرميشية ۱۱۱ 
لصفوفات واحذية ۱۳۲۸ 





شاد ۵ ۲۵٩‏ 
عم شادة ۵ ٩‏ ۲ 


حلمه ۱ 
مصموفات ۸ 





خاصه الثلت ۳۲۹ 


أولية متناظرة 4٩‏ 

صغرى لصموفه ۲۱۸ 

فیمة عظمی أو صغری ۱۷۵ 

متناوبه ۵ 6 

٩۲ ی‎ 

محتزلة ۰۳۱۰۵ ۲۱۸ 

دلتا کرونکر ۰۲ ۱۱۵ 
دليل صيغة تر بيعية ۰۱۵۷ ۱۵۸ 


سح 
دوار ۹ + ۱ 





رتبه ۳۷ 
حداء ۱ 
صيغة تربيعية ۱۳ 
ثنائيّة الخطية ۰۱۳۷ ۱۳۸ 
فرینه ۵ ۵ 
جموع ٥‏ 
مصفوفة ۰۳۷ ۱۹۳ 








سلسلة متجهات ۲۷۹ 
2 
الضرب ۴ علد ” 
تعريف " 
كثثيرة حدود ۲ ۱٩‏ 


2 





شباه توافقی م 


© 





صفرية ۰۱۰ ه4١‏ 
صيغة تربيعية ۱۳ 
اختزال ۱۷۰ 
تحلیل إلى عوامل ۱۵۱ 
تعريف ۱۳ 
رتبة ۱۳ 
قانونية ۱4۵ 
كرونكر ۱۷۰ 


١٠6١ ١45 لأجرانج‎ 


۳۹۹ 


مج 


یر 


تعر یف ۱۵۵ 
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